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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen, . 
der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin 
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In- und Auslandes 
auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen- 
schaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge- 
diegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben Gegenstand in 
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz hosouiieh 


auf die vo- 7 Ndian Ans Wioeaneahaftan zn München und Wien und 
der Gesell | - yene Encyklo- 
pädie der ie in 7 Bänden 
die Aritır "UNIVERSITY OF ILLINOIS die Mechanik, 
die Physil | behandelt und 
in einem LIBRARY -.. ktische Fragen 
besprechen ö gen wird. 
Weit BOOK 7 CLASS VOLUME en und natur- 
wissensch3 \ : Die Mathe- 
 matische: > \ EN B \Q £. > 5 Archiv der 
'Mathema ‚schen Mathe- 
matiker-' ' und Physik, 
namen ern  athematischen 


_ und naturwissenschaftlichen Unterricht. ferner Natur und Schule, 
Zeitschrift für den gesamten naturkundlichen Unterricht aller Schulen, die 
Geographische Zeitschrift u. a. ee 

Seit 1868 veröffentliche ich in kurzen Zwischenräumen: „Mitteilungen 


‚der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner“. Diese „Mitteilungen“, welche 


unentgeltlich in 25000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande 
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches. meinem Verlage 


Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen 


und von den vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags in 
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jüngstzeit fortgeführte 
jährlich zwei- bis dreimal neu gedruckte Verzeichnis des Verlags von 


B. G. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, »der Technischen 


und Naturwissenschaften nebst Grenzgebieten, 96. Ausgabe [XL u. 


168 8. gr. 8], sowie der Nachtrag 1901—1903 [XI u. 56 8.] zu diesem 


Katalog in allen Buchhandlungen unentgeltlich zu haben, werden auf j 


Wunsch aber auch unter Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller 


übersandt. 


Leipzig, Poststraße 3. B. G. Teubner. 
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VORREDE. 


Die Lehre von der Kreistheilung, obwohl eins der interessan- 
testen Gebiete, welche in neuerer Zeit der Mathematik hinzu- 
gefügt worden sind, weil Geometrie, Arithmetik und Algebra in 
wunderbarer Weise darin in Wechselbeziehung stehen, ist doch 
bisher nur wenig in weiteren Kreisen bekannt und beachtet 
worden. Wenn hiervon der Grund einerseits darin zu suchen 
ist, dass andere, gleichzeitig entstandene, Disciplinen von grosser 
Wichtigkeit einen bedeutenden. Theil des Interesses absorbirt 
haben, sowie darin, dass alle der Zahlentheorie angehörenden 
Gebiete ihrer grossen Abstractheit wegen eine verhältnissmässig 
nur geringe Anziehungskraft auszuüben pflegen, so ist ohne Zweifel 
von nicht geringerem Gewichte der Umstand, dass bisher die be- 
treffenden Untersuchungen, welche sehr zahlreich sind, noch nicht 
gesammelt und in passender Verbindung, sondern nur in einzel- 
nen Abhandlungen, in den verschiedenen mathematischen Zeit- 
schriften zerstreut, dem Publicum dargeboten worden sind. Diese 
Erwägung und der Wunsch, eine Disciplin, welche dem Ver- 
fasser selbst grosses Interesse einflösst, auch Anderen näher zu 
bringen, haben-ihn bewogen, die hier folgenden Vorlesungen über 
Kreistheilung ‘und höhere Arithmetik, wie sie zum Theil an 
hiesiger Universität von ihm gehalten worden sind, dem Druck 
zu übergeben. Dem Zwecke entsprechend ist dabei weniger 
darauf gesehen worden, Alles, was in dem Gebiete bisher ge- 
arbeitet worden, zusammenzustellen, als vielmehr, wie es bei 
academischen Vorlesungen angezeigt ist, auf eine passende Aus- 
wahl, durch welche jede, wesentlich in Frage kommende Seite 
des Gegenstandes beleuchtet, der Leser in denselben eingeführt 
und in den Stand gesetzt wird, sich in der vorhandenen Literatur 


zurecht zu finden und selbständig weiter zu arbeiten. Um jedoch 
2* 


N 


den Mangel der Vollständigkeit einigermassen auszugleichen, sind 
in häufigen Citaten die hauptsächlichsten Arbeiten über die be- 
handelte Diseciplin angegeben worden. 

Jacobi hat über denselben Gegenstand Vorlesungen ge- 
halten, von welchen verschiedene Hlefte noch vorhanden sind. 
Durch die Güte des Herrn Professor Kronecker ist dem Ver- 
fasser die Durchsicht eines solchen gestattet worden, als Auswahl 
und Anordnung des Stoffes ihm schou ziemlich feststanden. Er 
hat sich dabei überzeugt, dass die wichtigsten Resultate, zu 
welchen Jacobi gelangt ist, gleichzeitig durch Gauchy gefunden 
oder seitdem durch die Arbeiten anderer Mathematiker reprodu- 
eirt worden sind. "Wenn gleichwohl die Publication von Jacobi’s 
Vorlesungen wegen einer Reihe von speciellen und feinen Unter- 
suchungen, welche ihm durchaus eigen sind, ein besonderes 
Interesse darbieten würde, schien es doch dem Verfasser für das 
Publicum wünschenswerther, auch von den Arbeiten späterer 
Mathematiker, namentlich von der Vervollkommnung, welche 
Kummer den Resultaten Jacobi’s gegeben hat, unterrichtet zu 
werden, die Einfügung dieser Arbeiten in die Jacobi’schen Vor- 
lesungen jedoch kaum möglich, ohne deren Character völlig zu 
verändern. Um indessen einer eventuellen Veröffentlichung jener 
Vorlesungen nicht vorzugreifen, hat er sich nur an einer Stelle 
(in Nr. 2 der 15. Vorlesung) erlaubt, einen Passus aus denselben 
herüberzunehmen, alles Uebrige ist nach andern, überall, wo es 
wünschenswerth schien, angegebenen (Quellen gearbeitet worden. 

Noch muss ein Wort über die Vorkenntnisse, welche in 
diesem Buche von ‚dem Leser werden gefordert werden, hier 
Platz finden. Dem Verfasser sind in dieser Hinsicht folgende 
Gesichtspunkte massgebend gewesen. Da es ihm darauf ankommt, 
den Inhalt des Buches weiteren Kreisen, namentlich den Studiren- 
den zugänglich zu machen, hat er eine verhältnissmässig geringe 
mathematische Bildung, aus der Algebra nur die. Bekanntschaft 
mit den allgemeinen Sätzen über die Gleichungen, ihre Wurzeln 
und die symmetrischen Functionen derselben, aus der Zahlen- 
theorie etwa mit denjenigen, auf Theilbarkeit der Zahlen und 
Gongruenzen bezüglichen, einfachen Sätzen vorausgesetzt, welche 
in Dirichlet’s Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben 
von Dedekind, die ersten 20 bis 25 Paragraphen erfüllen. 
Hiezu bestimmte den Verfasser zudem die Absicht, die eigenthüm- 


” 
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liche Wechselbeziehung, welche zwischen der Lehre von der 
Kreistheilung einerseits und der höheren Arithmetik andererseits 
besteht, in das hellste Licht zu setzen, indem er nichts aus der 
letztern voraussetzen mochte, was durch die erstere ohne Zwang 
konnte abgeleitet werden. Alle andern arithmetischen Betrach- 
tungen aber, welche die nothwendige Basis für die Anwendungen 
der Kreistheilung bilden, sind in dem Buche selbst an den be- 
treffenden Stellen auseinandergesetzt worden. 

Möge die vorliegende Arbeit dem Zwecke dienen, zu welchem 
der Verfasser sie bestimmt hat: Interesse für die feinen Unter- 
suchungen über Kreistheilung zu erwecken, welche das erste 
Beispiel jenes wunderbaren Zusammenhanges geboten haben, der 
die Zahlentheorie mit den verschiedensten Gebieten der mäthemati- 
schen Speculation verbindet! — 


Breslau im Frühling 1872. 
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Erste Vorlesung. 


Das Problem der Kreistheilung. 


-. 1. Die Lehre von der Kreistheilung hat die Aufgabe: die 
ganze Peripherie des Kreises in eine gegebene Anzahl 
gleicher Theile zu zerlegen, zu ihrem Gegenstande. Dafür 
kann man auch die Aufgabe substituiren: den ganzen Winkelraum 
um den Mittelpunkt, welcher vier Rechte oder 360° beträgt, in 
dieselbe Anzahl gleicher Theile zu theilen. Verbindet man die 
successiven Theilpunkte der Peripherie durch gerade Linien, so 
entsteht ein, dem Kreise eingeschriebenes, regelmässiges Vieleck 
von ebensoviel Seiten, als die Anzahl der gleichen Theile beträgt. 
Man kann also die Aufgabe der Kreistheilung auch so aussprechen: 
In denKreis ein regelmässiges Vieleck von gegebener 
Seitenzahl einzutragen. 

Diese Aufgabe ist eine der ältesten in der ganzen Mathematik, 
aber ihre Lösung ist nur in den einfachsten Fällen des Problems 
bereits den Alten (zu Euclid’s Zeiten®)) bekannt gewesen. Wir 
wollen hier zunächst diese einfachsten Fälle zusammenstellen. 

1) Man theilt den Kreis in zwei gleiche Theile durch irgend 
einen Durchmesser desselben, und durch zwei auf einander senk- 
rechte Durchmesser in vier. 

2) Um ihn in sechs gleiche Theile zu zerlegen oder ein regu- 
läres Sechseck einzuschreiben, beachte man, dass jedes der con- 
gruenten Dreiecke, aus denen das letztere besteht, ein gleich- 
schenkliges ist, mit der Sechseckseite als Basis. Da nun der 
Winkel an der Spitze 60° beträgt, muss jedes dieser Dreiecke 


*) 8. Euclid’s Elemente, Buch IV. — In Bretschneider’s Buch 
„die Geometrie und die Geometer vor Euclides“ $. 69 wird die Be- 
kanntschaft mit den regelmässigen Vielecken, BERN eH dem Fünfecke, 
schon Pythagoras zugeschrieben. 

BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 1 
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sogar ein gleichseitiges sein. Folglich ist die Sechseckseite dem 
Radius des Kreises gleich. 

Fig. 3) Denkt man sich 
das regnläre Sechseck 
4 4, dy a4, a, (Fig. 1) 
in den Kreis eingeschrie- 
ben und verbindet dann 
a, mit a,, a, Mit a,, 
a, mit a,, so entsteht 
das reguläre Dreieck. 


N 
#2 /'# Wie leicht zu sehen, 
steht a,a, auf dem Ra- 
dius ma, senkrecht und 
halbirt denselben in n. 
z Man erhält folglich die 
Er 


Dreiecksseite,indem man 
durch den Mittelpunkt 
eines Radius die auf ihm senkrechte Sehne zieht. 

4) Ist amb (Fig. 2) eins der congruenten Dreiecke, aus wel- 
chen das reguläre Zehneck besteht, so ist X umb = 36, 
IX mab—= X mba = 72°. Halbirt man daher den X mba durch 
die Linie be, so wird A meb gleichschenklig, ebenso wie A abe. 
Daraus folgt ab = be= em; und aus der Aehnlichkeit der beiden 
Dreiecke amb und abe 
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Fig. 2. 
en AM ergiebt sich: 
Wort “ A020 — Ge 
x j SR 
\ oder mit Rücksicht auf 
\ die gefundene Gleich- 
x heit: 
Be AC.:.CM—[cM:!: AM. 
m 


Theilt man also einen 
/ Radius am durch den 
| / sogenannten goldenen 
Er 7 Schnitt in e nach stetiger 
> - Proportion, und schlägt 
um c mit dem grösseren 
Stücke em einen Kreis, welcher den gegebenen in b schneide, so 
ist die Sehne ab die Seite des regelmässigen Zehnecks. 





5) Die Summe zweier Zehntbeile der Peripherie, «b und be 
(Fig. 3) giebt einen Fünftheil «ce, und folglich ist die Sehne «ac 
die Seite des regelmässigen Fünfecks. 

6) Ist aa, ein Sechstheil der Peripherie, «db, ein Zehntheil, 
so wird nach der Gleichung 4 — „I; = 7!; das Stück a,b, ein 
Fünfzehntheil sein. 

7) Man theilt irgend einen Bogen «ß in zwei gleiche Theile, 





indem man auf die Sehne Fig. 3. 
«ß vom Mittelpunkte ein 
Loth fällt und es bis y in 
der Peripherie verlängert. 
Diese Bemerkung lehrt, 
dass, wenn man die Kreis- 
peripherie in irgend eine 
Anzahl n gleicher Theile 
getheilt hat, man jeden der- 
selben in zwei, vier, acht, ... 
gleiche Theile zerlegen 
kann; mit andern Worten: 
wenn man den Kreis in n 
gleiche Theile zu theilen 
weiss, so versteht man es auch für 2n, An, 8n,.... allgemein 
für 2*. n gleiche Theile. Wir können demnach das Problem der 
Kreistheilung bereits als gelöst ansehen für jede Anzahl gleicher 
Theile, welche in einer der Formeln 
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ng a: 


4, wer: 


enthalten ist, worin 2* jede ganze Potenz von Zwei bedeutet. 


2. Diese aus der elementaren Geometrie jetzt allgemein be- 
kannten Betrachtungen erschöpfen alle Fälle, in welchen die 
Lösung der Aufgabe schon Euclid bekannt war. Es ist nun 
höchst merkwürdig, dass es erst nach zwei Jahrtausenden Gauss 
gelang, weiter darüber hinauszuschreiten, und die Art, wie es ge- 
schah, ist sehr geeignet, auf den Entwicklungsgang der mathe- 
matischen Wissenschaften ein helles Licht zu werfen. Bisweilen 
bleibt lange Zeit, trotz. anhaltender Bemühungen, ein Problem 
ungelöst oder eine Frage unbeantwortet, welche in irgend einem 
Gebiete gestellt sind. Inzwischen schreitet die Wissenschaft in 


anderen Richtungen unaufhaltsam fort, neue Disciplinen entstehen 
1* 
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und werden ausgebildet, welche ohne Zusammenhang scheinen 
mit jenem Probleme, bis plötzlich der Horizont sich erweitert, 
ein überraschender Zusammenhang zwischen scheinbar heterogenen 
Dingen erkannt wird und so die Frage in einem ganz anderen 
Gebiete, als in welchem sie ursprünglich aufgeworfen war, ihre 
Beantwortung findet. So ist es der Aufgabe der Kreistheilung 
auch ergangen. Ursprünglich eine Frage der reinen Geometrie, 
ist sie durch Gauss zu einer algebraischen geworden und in den 
innigsten Zusammenhang mit den Eigenschaften der ganzen Zahlen 
getreten. Dadurch wird es erklärlich, dass Gauss’ betreffende 
Untersuchung einen Abschnitt*) seines berühmten, im Jahre 1801 
. erschienenen -Werkes ‚‚Disquisitiones arithmeticae‘ bildet, welches, 
wie der Titel besagt, rein arithmelischen Untersuchungen gewid- 
met ist. Um diesen Zusammenhang verständlich machen zu können, 
ist es zunächst nothwendig zu zeigen, wie die geometrische Auf- 
gabe der Kreistheilung in eine algebraische verwandelt werden 
kann. 

Angenommen, die Kreisperipherie sei durch die Punkte 
4, Ay, As, ».. Ad, in n gleiche Theile getheilt, eine Anzahl, 
welche wir nach dem zuvor über die Zweitheilung eines Winkels 
Gesagten jetzt und in allem Folgenden als ungerade voraussetzen 
können, so ist leicht zu sehen, dass, wenn man a, mit a, Vver- 
bindet und diese Linie wiederholt in den Kreis einträgt, man all- 
mählich zu allen Theilpunkten gelangen wird; denn zunächst trifft 
man auf die Punkte «a,, a,, ... a, mit ungeradem, sodann auf 
die Punkte a,, a,, ... a„-ı mit geradem Index, bis man endlich 
zum Punkte a, zurückkehrt. Kann man daher die Länge a, a, 
finden, so hat man damit die Theilung des Kreises in rn gleiche 
Theile geleistet. Wenn wir uns nun der trigonometrischen 


. . . . : ._ 2% 
Funetionszeichen bedienen, so ist a, a, nichts Anderes als 2 R.sin , 


wenn R den Radius des Kreises und, wie gewöhnlich, 2x die 
ganze Peripherie eines Kreises mit dem Radius Eins bezeichnet. 
Unsere geometrische Aufgabe ist hierdurch darauf 


\ ITOIE A 2 
reducirt, den Werth von sin —- zuermitteln, wofürman 


auch irgend eine andere trigonometrische Function 


*) Gauss disquisitiones arithmeticae, sectio VII, in seinen mathem. 
Werken Bd. I. pag. 412, 


* 

27 2x 
desselben Bogens, z. B. cos ee suchen kann, da 
man aus den Werthen dieser Grössen jenen Werth mittels der 
bekannten Formeln: 
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3. Als besonders einfach aber empüehlt es sich, nicht die 





erhält. 


- E x ‘ PTR 27 . 
trigonometrischen Funclionen sin COS Er sondern die 
folgende Combination derselben: cos 4 i . sin ==, in welcher 
i = Be 1 ist, zu suchen. Findet man den Werth dieses Aus- 

} 1 / 2m 
druckes gleich @« + bi, so hatıman unmittelbar auch cos a 
. PA . r [) . a7 ” y. . 
sin —- —=b, also die Kreistheilungsaufgabe gelöst. Für irgend 
einen Bogen « aber ist nach der Moivre’schen Formel 


(cos « + i sine)” = cosn« +i sin. n«, 
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aus welcher sich für « = —- 
» 3 ar ee TU: < e 
ergiebt. Der gesuchte Ausdruck cos — risin —- ist daher eine 
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Wurzel der Gleichung: 
(1) a1: 

Auf solche Weise wird die Kreistheilungsaufgabe 
durch die algebraische Aufgabe ersetzt: diese ein- 
fachste Gleichung n“* Grades aufzulös en d. i;. ihre 
Wurzeln zu bestimmen. 

Es ist leicht, sämmtliche Wurzeln der Gleichung (1) durch 


: ; ! . 27 he 
trigonometrische Functionen der Vielfachen von = auszudrücken. 


Da sie nämlich im Allgemeinen complexe Werthe, also die Form 
r(cos « + isin «) haben werden, worin r positiv und « als ein 
Bogen unterhalb 2x angenommen werden darf, so muss 


r"(cosna -tisinne) =1 


ER 


“ 
sein. Daraus folgt r—=1, cosne =1, sinne =0, folglich ist 
na irgend ein Vielfaches von der ganzen Peripherie 2x, etwa 


Int SER 
2%, woraus « = ——-; alle Wurzeln der Gleichung x” = 1 wer- 
n 


den also die Form 


Dun Ä FREOIRAT 
cos, 2 ern 
(®) ale ; 
haben, in welcher x jede der ganzen Zahlen O0, 1, 2,3, ,...n—1 
sein kann, ohne dass « die Grenze 2% überschreitet. 


Alle diese n Werthe sind aber auch in der That Wurzeln 

jener Gleichung, denn es ist: 
2uu ET ETEN br 3 2 ARE 
cos —— + isin „) > 105 Ir + isin 2#n =1. 
n 7 

Die Gleichung @&”=1 hat hiernach » Wurzeln, welche 
durch den Ausdruck (x) gegeben werden. Diese Wur- 
zeln sind sämmtlich von einander verschieden; denn, 
wären zwei von ihnen gleich, etwa 


5) 5) Dark ar 
arıT Er ZAuT zn IT ER sn T 
WirRb—— -H 2.:SsıNn u COS + 2:S11 5 
n n 


; Iym Dun . 2um .. Dun 
so würde daraus cos = 008, Bl er folgen, 
n NR Rn N 


> RE 2(a—ı)n _. 5 ’ 
und die Differenz ._. müsste ein Vielfaches von 2x, oder 
#» — x ein Vielfaches von » sein. Da aber x, # zwei verschiedene 
Zahlen aus der Reihe 0, 1,2, .... »— 1 bezeichnen, deren grössere 
x» sein mag, so kann auch ihre Differenz nur eine dieser Zahlen 
und, da sie von Null verschieden, kein Vielfaches von n sein. 


27 „an ED 
4. Wollte man statt des Ausdruckes cos — + isin eine 
N 


ö s 2 ® 27 RR 
andere trigonomelrischesFunction z. B. cos 7a den weiteren Be- 
twrachtungen zu Grunde legen, so würde man zu einer ungleich 
complicirteren Gleichung gelangen, als die Gleichung {l) es ist. 
Da wir in der Folge darauf zurückzukommen haben, wollen wir 


diejenige Gleichung, durch welche cos 7] bestimmt wird, hier 


entwickeln. Dazu bemerken wir, dass eine Wurzel der Gleichung (1) 
der Einheit gleich ist, nämlich derjenige Werth des Ausdruckes (x), 


Eu 


welcher # = 0 entspricht. Die übrigen Werthe sind demnach die 
Wurzeln der Gleichung 


oder 


(2) a et... He +1=0. 
Die letztere ist eine reciproke Gleichung; setzt man daher n— 1, 
l 
was gerade sein soll, gleich 2m, und x + „ = y, so nimmt sie 


leicht folgende Gestalt an: 


(3) ym u Dart Br (m Ed Dyr . (m KL 2) 3 
+ (m _— n En —_ 3) nA u m — 2 e Se 4) ym-5 EN RENT 





nr TERN er 
Ist nun x& = cos = +; sin — eine Wurzel der Gleichung (2), 


so findet man, da 


( 











DAT DAT 
2} 
ee ine] 
che n 
ist, 
DU x AT 
— = (008 — ?:Ssin ——, 
n n 
also ist 
DAT 
== 92 008 





eine Wurzel der Gleichung (3), und man erhält alle Wurzein der 
letzteren, aber, wie leicht zu sehen ist, jede zweimal, wenn man 
# alle seine Werthe 1, 2,3,...n-—1 durchlaufen lässt. Denn 
je zwei Werthen von x, welche sich zu n» ergänzen, entspricht 
derselbe Werth von y, da 


2(n— x)r 9 Dun Zum 
C08 ————— == cos [| 2m — — == 608 
n n 


ist. Hieraus folgt, dass die Gleichung (5) die m Werthe des Aus-- 
drucks 


zu Wurzeln hat, welche den Werthen x =1, 2,3, ...m ent- 
sprechen. 


) 


Setzt man endlich y= 2z in (8) und dividirt durch 2”, so 
entsteht die Gleichung ; 
(4) zm - 4 zm—l nn 4 (m 20 1) 2m—2 ie 1 (m Buy 2) zm—3 
(m — 2) (m — 3 


Da 
a er... 0. 


: > DETCENE 
Diese hat die m Werthe des Ausdrucks cos er für a 2 ar 





b 2n ” 
zu Wurzeln, unter welchen sich auch cos + befindet, und träte 
daher an die Stelle der Gleichung (1), wenn wir uns vornähmen, 

2m av nr 27 Ve R Ä i 
cos —- und nicht cos = +; sin — zu bestimmen. Wir legen 


jedoch die ungleich einfachere Gleichung (1) unsern weitern Be- 
trachtungen zu Grunde. | 


/weite Vorlesung. 
Ein arithmetischer Hilfssatz. 


1. Um nicht den Gang der nächsten Betrachiungen sogleich 
unterbrechen zu müssen, wollen wir hier den Beweis eines arith- 
metischen Satzes einschalten, den wir dabei werden anzuwenden 
haben. | 

Es sei n irgend eine positive ganze Zahl und p, p,P,... 
die verschiedenen Primfactoren, aus welchen sie zusammengesetzt 
ist. Aus dieser Zahl wollen wir folgende Reihen von Zahlen ab- 
leiten, denen wir successive die Ziffern (0), (, (IM), ... zur Be- 
zeichnung beilegen wollen: 





(0) n 
(en - n. RE 
1 
1 Tr 
(III) Fr Er 


u. s. w., bis wir in der letzten Reihe nur die eine Zahl erhalten, 
welche aus rn durch Division mit allen verschiedenen darin ent- 
haltenen Primfactoren entsteht. Die Divisoren all’ dieser Zahlen, 


As a 


sie selbst und die Einheit immer mit eingerechnet, sind offenbar 
keine andere Zahlen, als die in » selbst enthaltenen Divisoren. 
Aus ihnen sollen nun zwei Gruppen 4 und B gebildet werden, 
indem in die Gruppe 4 alle Divisoren der Zahlen mit gerader 
Ziffer, in die Gruppe 2 alle Divisoren der Zahlen mit ungerader 
Ziffer aufgenommen werden sollen. Der besagte Satz sagt dann 
aus: | 

Jeder Divisor von n findet sich gleich oftin jeder 
der Gruppen A und A, mit Ausnahme von n selbst, das 
nur einmal in der Gruppe A vorkommt. 

Der letzte Theil des Satzes ist ollenbar. Um. auch die Rich- 
tigkeit des erstern zu erkennen, bemerke man, dass jeder Divi- 
sor d von n wenigstens einige der Primfactoren von 2 weniger 
oft enthalten wird als n selbst; es sollen deshalb diejenigen der 
‘Zahlen p, p, pP”, ..., welche in d weniger oft enthalten sind 
als in z, au deren Anzahl gleich x sei, durch 


(x) OÖ, Ö, ©, ed 


bezeichnet werden. Dann ist offenbar, dass jede Zahl, welche 
aus n entsteht, wenn man es durch irgend welche Combination 
der Zahlen (x) dividirt, den Divisor d haben wird, da eine solche 
alle übrigen Primfactoren von rn ebensooft, die Primfactoren der 
Reihe (x) aber mindestens so oft wie d enthält; dagegen kann d 
nicht Divisor einer Zahl sein, welche aus z entsteht, wenn. man 
es durch eine, auch andere Primfactoren enthaltende CGombina- 
tion dividirt, da eine solche diese letztern weniger oft als d ent- 
halten würde. Hieraus folgt, dass d einmal in der Reihe (0), 
“mal in der Reihe (N), in der Reihe (Il) sooft, als die Zahlen _(«) 


. Auer r v—l A 
zu Zweien combinirt werden können, nämlich en mal, in der 


Reihe (III) sooft, als sie sich zu Dreien combiniren lassen, also 
#(#»—1)(% — 2) 
12 2:3 
nach findet sich, wenn man 


rw a) NER) 28 
a , 


EEE | 
#(2 — 1)(% —2)(# —3)(# — 4) 
Eee Br Ser Be > a ee 
setzt und die Reihen fortsetzt, bis sie abbrechen, d in der Gruppe A 
genau amal, und dmal in der Gruppe 2. 


mal als Divisor enthalten sein wird, u, s. w. Dem- 








(1) 
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Nun wird behauptet, dass «a = b sei. Dies folgt sofort, wenn 
man bemerkt, dass nach dem binomischeu Lehrsatze: 


«—yP=ar— vr y4+- 


ala 1), NL. 
re a 


van 





ri) 





ist, woraus mit Rücksicht auf die Gleichungen (1) für &—y=1 sich 
0=a—b 

ergiebt. — Somit ist der Satz vollständig bewiesen. 

2. Bedeutet nun wieder n jede beliebige ganze Zahl und 
y(n) eine irgendwie davon abhängige Grösse, sind 

0. dcr 

alle Theiler von », die Einheit und diese Zahl mit eingeschlossen, 
und ist endlich f({n) irgend eine andere von n abhängige Grösse, 
welche für jedes ganzzahlige n die Gleichung: 


VW HYAWHUA +... + vn) — Il) 
erfüllt, so lässt sich mit Hilfe des vorigen Satzes sehr 
leicht auch umgekehrt die Function y(n) durch f-Func- 
tionen ausdrücken. Es ist nämlich 


3 van Fa) + FE) Ze) 


(1) 0) (11) 
Die Entwicklung ist soweit fortzusetzen, bis n» durch alle in ihm 
enthaltenen verschiedenen Primfactoren dividirt wird, und den 
successiven Summenzeichen sind die Indices (), (IM), ... hinzu- 
gefügt,- um anzudeuten, dass das Argument der Function f in 
ihnen resp. alle Werthe der obigen Reihen (D), (I), ... zu durch- 
laufen habe. 

Dass diese Gleichung richtig ist, erkennt man sofort mit Hilfe 
des vorigen Satzes, wenn man überall die Functionen /, ihrer 
Definitionsgleichung (2) gemäss, durch eine Summe von “b-Func- 
tionen erselzt. Denn dadurch nimmt die Gleichung (3) folgende 


Gestalt an: 
— DAL — BA, + Dvd) 


d:(LE) 


in welcher die Summenzeichen der Reihe nach die Bedeutung 
haben, dass d alle Divisoren von rn, alle Divisoren der Zahlen (N), 


u 


alle Divisoren der Zahlen (N) u. s. w. durchlaufen soll; man kann 
also einfacher schreiben: 


' de — 2 Y(d) — Sr (A), 


wenn in der ersten Summe d alle Zahlen aus der Gruppe 4, in 
der zweiten alle Zahlen aus der Gruppe B durchläuft. Da aber 
jede von n verschiedene Zahl ebensooft in der ersten, wie in der 
zweiten Gruppe vorkommt, heben sich die entsprechenden »-Func- 
tionen in der Differenz beider Summen auf, und es bleibt von der 
ganzen rechten Seite der Gleichung nur das d= n entsprechende 
Glied (rn) der ersten Summe stehen, womit der Beweis der For- 
mel (3) geliefert ist. | 

Wenn wir, um-ein Beispiel zu gebrauchen, das uns bald 
wieder begegnen wird, statt der Gleichung (2) folgende specielle 
Gleichung nehmen: 


(4) vd) YA +HUAÄ) + tYn)=n, 
so findet man nach Formel (5) für (n) folgenden Werth: 
n N N 
I STE 
(I) (IL) (ILL) 
was einfacher offenbar auch so geschrieben werden kann: 


(5) ı(n) = n (\ = =) (! ER „) (' BE „) RE 


Aus den Elementen der Zahlentheorie*) wird hier als bekannt 
vorausgesetzt, dass der die rechte Seite der Gleichung (5) bil- 
dende Werth die Function @(r) ausdrückt, welche die Menge der 
Zahlen, die kleiner als » und olıne gemeinschaftlichen Theiler mit 
n sind, bestimmt. 

Die, durch die Gleichung (4) definirte, zahlen- 
theoretische Function wist also mit der eben bezeich- 
neten Function g identisch. 





*») 8. z. B. Dirichlet’s Vorlesungen über. Zahlentheorie, herausg. 
v. Dedekind. Vgl. zu dieser Vorlesung den $. 138 das. 


END. 


Dritte Vorlesung. 


Von den Einheitswurzeln und ihren einfachsten Eigenschaften. 


1. Wir fanden in der ersten Vorlesung, dass alle Wurzeln 

der Gleichung: 

(1) Ge 
durch die Formel cos ae + i sin ar gegeben werden, wenn 
man # die Werthe 0, 1,2,3, ... n—1 durchlaufen lässt. Man 
bezeichnet diese Wurzeln als Einheitswurzeln oder, wo es 
darauf ankommt, den Grad der Gleichung (]) zu berücksichtigen, 
als n@ Wurzeln der Einheit. 

Bezeichnen wir irgend eine derselben mit r, sodass »”— 1 
ist, so wird jede beliebige ganze Potenz von r auch eine Wurzel 
der Gleichung (1) sein, denn es ist: 

(er = (mt = 1. 

Die unendliche Potenzenreihe r, r?, r?, ... enthält demnach 
lauter Wurzeln der Gleichung (1) und unter ihnen mindestens eine, 
welche gleich Eins ist; denn, wenn keine kleinere Potenz von r 
der Einheit gleich wäre, so wäre es doch jedenfalls die Potenz 7”. 
Giebt es aber eine kleinere Potenz dieser Art, und ist r” die 
kleinste unter allen, so lässt sich leicht zeigen, dass ihr Exponent 
m ein Theiler von n» sein muss. Gesetzt nämlich, es wäre nicht 
der Fall, so würden m und n einen gewissen grössten gemein- 
schaftlichen Theiler d haben, welcher‘ jedenfalls < m wäre. Dann 
kann man aber bekanntlich zwei positive oder negalive ganze 
Zahlen p, g finden so beschaffen, dass pm + qn =6 wird. Da 
nun gleichzeitig 7? = 1 und r” = 1iist, so ergeben sich auch, 
mögen p und g”positiv oder negativ sein, die Gleichungen 

pm =], r®—1 und folglich er ta — 9 =, 
d.h. m wäre nicht der niedrigste Exponent, für welchen 7” gleich 
Eins wird, wie doch vorausgesetzt worden ist. 

Man nennt diesen kleinsten Exponenten m_den Ex- 
ponenten, zu welchem die Wurzel r gehört. So ergiebt 
sich folgender Satz: 

Jede n“ Einheitswurzel gehört zu einem Exponen- 
ten, welcher ein Theiler von » ist. 


\ 


2. Sei jetzt d ein bestimmter Divisor von » und «»(d) die 
Anzalıl der »“” Einheitswurzeln, welche zum Theiler d@ als Expo- 
nent gehören, sodass. ıy(d) gleich Null zu setzen wäre, wenn etwa 
keine Wurzel zu diesem Exponenten gehörte. Bemerkt man, dass 
nach dem eben Bewiesenen jede Wurzel der Gleichung (1) noth- 
wendig zu einem bestimmten Divisor von n gehört, dass also die 
Summe aller Zahlen y(d), wenn man diese Summe auf alle Divi- 
soren von » bezieht, gleich der Anzahl aller » Wurzeln sein muss, 
so ergiebt sich, wenn 1, d, d’,.... n alle Divisoren von n be- 
deuten, die Gleichung: 


Ya TIW HIN) Hr... TV) =n. 
Dies ist dieselbe Gleichung, welche in der vorigen Vorlesung mit 
(4) bezeichnet wurde, und folglich muss (rn) = p(n) sein, wenn, 
wie ebendaselbst definirt worden, g(r) die Anzahl der Zahlen be- 
zeichnet, welche kleiner als » und relative Primzahlen zu n sind. 


Es giebt also soviel zum Exponenten n gehörige 
n“ Einheitswurzeln, als unter den Zahlen < n relative 
Primzahlen zu n. 


Da eine zum Exponenten » gehörige Wurzel der Gleichung 
x” —=1 keiner ähnlichen Gleichung x° —=1, wenn k<n ist, 
genügen kann, so nennt man sie eine primitive Wurzel jener 
Gleichung und hat also folgenden Satz: 

Die Gleichung ©” —=1 hat p(n) primitive Wurzeln. 


58. Da dies Resultat gilt, welches auch der Grad n sei, so 
bat z. B. die Gleichung &° = 1 g(d) primitive Wurzeln. Ist nun 
d ein Divisor von n, so ist jede primitive Wurzel o dieser Glei- 
chung eine solche n‘ Einheitswurzel, welche zum Exponenten d 


ä n 
gehört. Denn da-0° = 1 ist, so ist auch (ed) — 6 also 
o eine n“ Einheitswurzel; da aber schon 0, jedoch, weil e eine 
primitive Wurzel ist, keine kleinere Potenz der Einheit gleich wird, 
gehört oe zum Exponenten d. — Da auch umgekehrt jede zum 
Exponenten d gehörige Wurzel der Gleichung x” = 1 offenbar 
eine primitive Wurzel von &7—==1 ist,- da sie zwar dieser Gleichung, 
aber keiner ähnlichen von kleinerem Grade genügt, so stimmen 
die n“* Einheitswurzeln, welcbe zum Exponenten d gehören, mit 
den primitiven Wurzeln der Gleichung «7 = 1 überein, und es 
gilt .der Satz: 


knaaik Sig Bi 


Es giebt o(d) n“ Einheitswurzeln, welche zum Divi- 
sor d von n alsExponent gehören, Dieselben sind die 
primitiven Wurzeln der Gleichung «°’=1. 

4. Bezeichnet r irgend eine primitive Wurzel der 
Gleichung (l), so können alle ihre Wurzeln durch die 
folgende Reihe von Potenzen dargestellt werden: 

(2) r,r,r,...r% 

In der That: erstens sind diese sämmtlich Wurzeln der 
Gleichung (1). Aber sie sind auch alle unter einander verschieden ; 
wären nämlich r* und r* einander gleich, unter % und %k zwei 
verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ... n verstanden, von 
welchen. % die grössere sei, so ergäbe sich *”*— 1, während 
h—k<nist, gegen die Voraussetzung, nach welcher r eine 
primitive Wurzel der Gleichung (1) ist. 


Unter den Wurzeln (2) gehören diejenigen zum 
Exponenten d, deren Exponenten mit n den grössten 


” . bt 4he N . 
gemeinschaftlichen Divisor ee haben. Denn es sei r* 


eine solche Potenz, der. Art dass man A =Hod, n = do setzen 
und dabei unter A und d zwei relative Primzahlen verstehen kann. 
Ist #« der Exponent, zu welchem * gehört, so ist ?«—=1. Da 
aber r selber zum Exponenten n gehört und der Gleichüng «#1 
genügen soll, muss Au nach dem Satze in Nr. 1 ein Vielfaches 
von n oder Au ein Vielfaches von d sein, und weil A zu d prim 
ist, muss u ein Vielfaches von d sein. Nun ist aber schon 


(r?)d Ss 2? jR — 1, 


also ist der kleinste Werth von w, für welchen »*“ gleich Eins 
werden kann, der Werth u = d. 
Zusatz: Unter den Wurzeln (2) sind diejenigen 


primitive Wurzeln, deren Exponenten relative Prim- 


. R . . N - 
zahlen zu n sind. Denn für diese ist d = Ze also d=n. 


5. Da nach der vorigen Nummer die Wurzeln der Gleichung 
(1) durch die Reihe (2) dargestellt werden können, so kann. man 
mittels eines bekannten algebraischen Satzes den Ausdruck &” — 1 
nach folgender Gleichung in lineare Factoren zerlegen: 


a — 1l1=(2e—r) (ce — tr)... (e — r?). 


Denken wir uns auf der rechten Seite dieser Gleichung immer 


en 


diejenigen Factoren zu einem besonderen Producte zusammen- 
gefasst, in welchen die Wurzeln zu demselben Divisor d von n 
als Exponent gehören, und bezeichnen das dem Divisor d ent- 
sprechende Product mit Fa(x), so ist nach dem Satze in Nr. 3 
klar, dass die Gleichung F,(x) = 0 die primitiven Wurzeln der 
Gleichung x? —= 1 zu Wurzeln hat. Andererseits kann x” —1, 
was wir kurz mit f„(&) oder, wo es auf den Werth von x nicht 
ankommt, noch einfacher durch f(r) bezeichnen wollen, unter der 
Form des Products IIF,(x) dargestellt werden, welches sich auf 
alle Divisoren d von n bezieht, was wir ausdrücken wollen, indem 
wir schreiben: 


Da nun die Wurzeln der Gleichung (1) oder. der Gleichung f,(x)—=0 
mit den Wurzeln aller Gleichungen F,(x) = 0 zusammenfallen 
müssen, liefert diese Gleichung zunächst den Satz: 


Die Wurzeln der Gleichung (1) stimmen mit den 
primitiven Wurzeln aller Gleichungen «= 1 überein, 
welche man erhält, wenn für d successivealle Theiler 
von n gesetzt werden, diese Zahl und die Einheit mit 
eingeschlossen. | 

Aus derselben Gleichung kann man aber auch dem Ausdruck 
fürı7,(&) bestimmen, Nimmt man nämlich von beiden Seiten die 
Logarithmen, so erhält man: 


loss. Fun Da log . Fx(&), 
dın 
eine Gleichung genau von der Art wie die Gleichung (2) der 
vorigen Vorlesung, denn die Summation erstreckt. sich über alle 
Theiler d von n. Bezeichnen daher p, p', p', .. . die verschie- 
denen in n enthaltenen Primfactoren, so erhält man sofort für 
log. R,(&) folgenden Ausdruck: 


log. F,(&)=log. f(n) a log . ’()) 4 52 Iog./ (5) 
D . (11) 


oder, indem man von den Logarithmen zu den Grössen selbst 
zurückkehrt, 


EL 


fl): [Ai a) 


Be ID _— —., 


() 





Die Ausdehnung der einzelnen Summen resp. Producte ist durch 
die Bestimmungen in Nr. 2 der vorigen Vorlesung gegeben. 

Nun ist F„(x) eine ganze Function vor x vom Grade 9 (n), 
denn die Gleichung 

(4) Ri F,(&) = 0 

enthält als Wurzeln alle primitive n“ Einheitswurzeln. Es heben 
sich also die Nenner in dem Ausdrucke (3) durch Division heraus; 
bei der Division können jedoch keine Brüche eingeführt werden, 
da die Goöfficienten der höchsten Potenzen von x in den einzelnen 
Factoren, der Bedeutung des Zeichens f gemäss, sämmtlich der 
Einheit gleich sind. | 

Demnach ist F,(x) eine ganze Function von x vom 
Grade g(n) mit ganzzahligen Coefficienten, derenhöch- 
ster gleich Eins ist. 

Nehmen wir speciell » als Primzahlpotenz an, n = p“, so 
wird die Gleichung für die primitiven Wurzeln: 


oder 


(5) To) Led L... + at ti—0. 

Wenn endlich n—=p also «= list, erhält man für die 
Gleichung, welcher die primitiven p“” Wurzeln angehören, die 
folgende: 

P — 1 
(6) ER I CR eu ee 
Es sind demnach, wenn p eine Primzahl ist, alle Wurzeln der 
Gleichung &? = 1 mit Ausnahme der einzigen, welche der Ein- 
heit gleich ist, primitive Wurzeln derselben. Die Verbindung 
dieses Resultates mit dem ersten Satze in Nr. 4 ergiebt den fol- 
genden Satz: 

Bezeichnet r irgend eine Wurzel der Gleichung 
(6), so können alle ihre Wurzeln durch die Reihe von 
Potenzen: 





(7) BE 8 Ser 2 ge 

dargestellt werden. 

6. Da man nach Nr. 4 sämmtliche Wurzeln der Gleichung 
(1), welches auch » sein mag, erhalten kann, wenn man eine 
primitive Wurzel derselben kennt, so kommt die Aufgabe der 
Rreistheilung auf die Auffindung einer primitiven 
n“* Einheitswurzel zurück. Wenn n eine zusammengesetzte 
Zahl, etwa 


„ 


ei RR Lehr RE ER 
ist, worin 2, ?, P , - - . verschiedene ungerade Primzahlen be- 
deuten, so lässt sich die neue Aufgabe noch weiter vereinfachen, 
denn es besteht der Satz: Sind u, v, w, ... primitive Wur- 
zeln der Gleichungen: 


ee a Re VER 
Tesp., soistr=u.v.mw... eine primitive Wurzelder 
Gleichung @° =1. 

In der That, weil rn durch jede der Zahlen pe, p*, pP“, ... 
theilbar ist, so ist jede der Potenzen u”, v0”, »”, ... folglich auch 
r* gleich Eins, jedenfalls also r eine Wurzel der Gleichung &”—1. 
Gehörte diese Wurzel nun nicht zum Expönenten n, sondern zu 
einem Divisor d von n, so würde in diesem wenigstens eine der 
Primzahlen », p, p”, .... weniger oft als in n enthalten sein, 
z. B. die Primzahl p nur ß mal, während ß <e«. Da alsdann 
pP.p*.p* ... jedenfalls durch d theilbar ist, so ergiebt sich 
aus der vorausgesetzten Gleichung r?—= 1 die andere: | 


Se er | 
welche sich zunächst auf die folgende: 

upf” Dee En N 
redueirt; daraus und in Verbindung mit der Gleichung ur — 1 
folgt aber, wenn man, was möglich ist*), zwei ganze Zahlen &, y 
der Gleichung 

Bed Vepepene ep 

gemäss bestimmt, die nachstehende Gleichung: 





*) Denn die Zahlen p“ und p®.p* p”* ... haben den grössten ge- 


meinsamen T'heiler pe. 


>) 


BAcHmAnv, Lehre d. Kreisth. 














Exponent b der kleinste positive Rest von —m (mod. ni ER Dies 





welche unmöglich ist, da u zum Exponenten P= SChtrn 


















peripherie in eine Andahı n gleicher Theile, in dert 
Falle, wo n eine beliebig zusammengesetzte Zahl ER 
offenbar auf den Fall zurück, wo die Zahl » eine Po. 
tenz einer ungeraden Primzahl, n = p“, ist. as 

In dem einfachsten Falle, in welchem der Kreis in p 8 gleiche 
Theile getheilt werden soll, wird die Aufgabe als gelöst anzusehen 6 
sein, wenn man eine primitive Wurzel der Gleichung ne 
As R a eine Wurzel r der Gleichung (6) gefunden hat. 


ee der Einfachheit wegen, zudem aber auch, wel; de 
allgemeinere, wo rn = p“ ist, zu keinen wesentlich neuen Be- 
trachtungen Anlass giebt*). Nur ausnahmsweise werden wir auf 
den allgemeinen Fall wieder zurückkommen. Die Gleichung: KDJEseR 
soll hinfort als Kreistheilungsgleichung bezeichnet werden. 


7. Zum Schluss dieser Vorlesung mögen einige einfache Be- 
merkungen Platz finden, welche sich noch auf den Fall einer ber 
liebigen ganzen Zahl » beziehen. BE 

1) Da ‚jede positive ganze Zahl m gleich an ee: gesetzt 
werden kann, wo Db positiv und kleiner als n ist, so ergiebt sich 


JM — yun } yb na rd 


d.h. der Exponent einer Potenz von r kann stets durch, ER 
einen kleinsten positiven Rest (mod. n) ersetzt wer- % 
den. Hieraus folgt unmittelbar | - 

gm — rm 


wenn 
m =: m a Ko 


m BT wenn man darunter die Potenz r? vera dh = 


5 


wird in der Folge vielfach Be ‚werden. et 


*) Vgl. Gauss disqu. arithm. art. 336. 





nach dem Tate nendae m“ ebenfalls eine primitive Rn 
2 ‚Daher ergiebt‘ die Keihe von Potenzen: | 










REDE, RE 






der alle nen en enkzeln. stimmt also, von der Reihenfolge 
bgeschen, mit der andern Reihe: | 






RE 2 Ri) n—1 n 
ER ae 





Sr Hierbei sind die letzten Glieder beider Reihen _ 
smder ich da sie den Werth Eins haben. Dies Resultat 







run * eine zu n velativ prime Zahl Beuektel, so 







nr BEER , Eh  e 




















y® u y2% 4 a +2. Be pn * = & = 
3 + rt! + nr +... a gr =: 
ander eleich, nämlich gleich der Summe aller Wurzeln der 
g m) sind, sobald x eine zu „ relativ prime Zahl be- 
ılet, so ergeben sie sich nach bekanntem Satze der Algehra 
leich dem negativen Coöfficienten der Potenz x”! in der Glei- 
chung (Ida, gleich Null, und man findet, mit Rücksicht darauf, 
dass 7? — 7”? — 1 ist, folgende Beziehung: 
Br. a 14 tr®... rede — 0. 
ese Gleichung folgt auch, sogar in noch grösserer Allgemeinheit 
. der folgenden: Er 

—1 


1 u yr 2 7% +. + rar Dr — = E 
y — 


eo Aehrt, dass die Gleichung (8) allgemeiner für 
Men W erth von # erfüllt ist, welcher durch » nicht 
reilba : ie für jeden solchen Werth von # wird der 
‚ während Nenner von Null 
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Vierte : Vorlesung. 


Hilfssätze über Congruenzen. — Die primitiven Wurzeln SE 
(mod. p). ee 


1. Die Methode, welche wir im Folgenden zur Auflösung 


p 
der Kreistheilungsgleichung d. ı. der Gleichung —— = 0 aus- 
A) | 


einanderzusetzen haben, ruht wesentlich auf zwei verschiedenen ESER 
Grundlagen, die jedoch Beide ein- und demselben weiteren Ge- RER 
biete der Arithmetik, der Lehre von den höheren Gongruenzen, 
angehören. Dies sind einerseits die Eigenschaften der sogenannten EEE 
primitiven Wurzeln vom Modulus », andererseits die Irreduectibi- HE 
lität der Kreistheilungsgleichung. Ehe wir zu ihrer speciellen E 
Betrachtung übergehen können, müssen hier einige einfache Fun - ° 
damentalsätze jener Theorie, deren wir bedürfen werden, be- a 
wiesen werden. ” | 
Wir beginnen mit einer Definition, welche den elementaren 
Begriff der Gongruenzen erweitert: 

Zwei ganze Functionen von &: : 
fe)= u” FM H+...+ 1% 4 3; 2 
ya)" Fu a4... ir b„i& + b, =. 

mit ganzzahligen Goefficienten sollen (mod. p) con- 5 
ent heissen, in Zeiche 


f(&) = 5 (mod. p), BR 
wenn die Go&fficienten gleich hoher Potenzen (mod. p) 
einander congruent sind, wenn also für jeden Index; ER 
die Congruenz a,=b; (mod. p) besteht. | 
Man kann die Functionen von demselben Grade annehmen, 
indem man im entgegengesetzten Falle die fehlenden Potenzen 
mit dem Goöfficienten Null hinzufügt. > 
Hiernach wird eine Function f(x) congruent Null heissen | 
(mod. 2), wenn jeder ihrer Goeffiecienten durch p theilbar ist. 
Ist » eine Primzahl, so besteht folgender Satz*): Das Pro- 
duct zweier ganzer und ganzzahliger Functionen DE ) 





*) Vgl. hierzu Eisenstein’s Abhandlung in Crelle’s Journal 
Bd. 39, pag. 167 und 168. 








ER 


und (x) kann nur dann congruent Null sein (mod. p), 
wenn es einer der Factoren ist. 

Denn, nehmen wir das Gegentheil an, so muss in jeder der 
Functionen f(x) und @(x) mindestens ein Goöffieient durch p nicht 
theilbar sein. Sei, vom letzten an gerechnet, a,_; der erste nicht 
durch p theilbare Coöffieient in f(x), b„—. der erste in p(x), 
sodass alle, Goeflicienten mit grösseren Index durch p theilbar 
sind. Dann ist leicht zu sehen, dass der CGoöffieient von x°+“ im 
entwickelten Producte f(x). g(x) gleich 


Bent na. Beni ua Due ni + 2 
d.h. gleich «,_;. b„-x plus einer Reihe von Gliedern ist, welche 
nach der Voraussetzung durch p theilbar sind, er ist also con- 
sruent a,_,;. b„_. (möd. p). Dieses Product kann aber, wenn p 
eine Primzahl ist, nicht durch p theilbar sein, da es keiner der 
Factoren ist, und folglich können auch in dem Producte f(x) . 9 (x) 
nicht alle Goöfficienten durch p theilbar sein, wie es doch sein 
soll; also ist unsere Annahme unzulässig. 

2. Auf diesem Satze beruht ein anderer sehr wichtiger Satz, 
welchen zuerst Gauss in den Disquis. arithm. Nr. 42 bewiesen 
hat. Denselben sprechen wir folgendermassen aus: 

Wenn eine ganze Function 


error ER Cuir 

mit sanzzahligen Goöffieienten, deren höchster gleich 
Eins ist, nicht in das Product zweier ganzer Func- 
tionen: 

pl) = a” Fa,” tt... 4 m + An 

Da) — a" + barnt -.:. + nic b, 
mit ganzzahligen Coöfficienten zerlegbar ist, so ist 
sie es auch nicht in das Product von zwei solchen 


sanzen Functionen mit rationalen Coöfficienten. — 


In der That, wäre solche Zerlegung möglich, also 


fe) = pe). v@), 


so bringe man die Coöffieienten in @(x) auf ihren Generalnenner 


&, diejenigen von (x) auf ihren Generalnenner ß und multipli- 


. . . 1,: , . &i 
cire mit denselben die Gleichung; setzt man allgemein a; = 38 


b,-—= Bi und «@ß = C, so entsteht die Gleichung: 


ß 














a 





sr 





u a 2 er; “3 » Rn ” 
3 eier Rz; FREIE 
A ae Ba “ at 


= worin die Functionen: 


‚haupt angenommen werden Sal, Für spätere Untersuch Be 5 





fee 
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P @) au” + @ RE eh FRE Am—ı1% “ em , & e : 
ab" (x) Pax” -FH ß, art 1 Dr IH Brit cs Br 3, 


 ganzzahlige Coöfficienten haben. _ Nach dem vorigen Satze mu 
nun Jede in C aufgehende Primzahl p alle Coöfficienten entwedk 
von 9 (2) oder von (x) theilen, kann also fortgehoben werden, : 
und darauf entsteht eine neue Gleichung von der Form: = e 


fie) = 9 (a) WR), 


worin 9°’ (x), (x) ganze Functionen mit ganzzahligen Coötfie icien- 


‚ ten sind, deren höchste gleich Eins sein müssen, da ihr Produ 


Ho höchsten Coöfficienten von AR also der Einheit Sieich ee 


Selzung. 
3. Sei ferner 


Au: eier re = aan! a Re Am 1 + 4m = 0 


es wichtig, diejenige Gleichung zu betrachten, deren Wurzeln die 
p'* Potenzen von den Wurzeln der gegebenen sind, Um zunäch 
diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass, RT eine 
“beliebigen Werth bedeutet, die Gleichung 


am - a, za 1 + a5 2? 2m—2 En .+ Re NET x + an za 
nach einem bekannten Satze der K die Wurzeln 

>= - hs 20,, Lad eh} 2 Om ü Au E 
besitzt. Setzt man demnach successive z den Potenzen r,r%% Be 


‚gleich, während r eine primitive p’° Einheitswurzel ar 
werden die folgenden e agkungen: 


at aa”... + va ta =0 
am a, ram-i a .- h rl + a, — 
gem - #97 a a tr aa rl) Fr An Pe en. 0 


ep a, SAFE an IB Rt TIERE: r(P- er (n—1) De Ayr Dim. 


resp. die Wurzeln haben: 


= 











&) 9, PR Pr RR Om 
ro, 165 rOss«. "Om 
9) I 
NEE RER RR EEE Be. (m) 
p—1 rplu 3 lo pl 
Bez Te Gy, a RR 


Das Product px) = 0 dieser Gleichungen enthält demnach das 


ganze System (r) von Wurzeln. Aus der Gleichung: 
EN) e—n)nk-r)... k-r)=ar—1, 


welche aus der ersten Gleichung in Nr. 5 der vorigen Vorlesung 
hervorgeht, wenn p für n und für 7? sein Werth 1 gesetzt wird, 


? . x . . ve Pe 
folgt aber, indem x durch „ ersetzt und mit «? multiplieirt wird, 


e — ao) (e — ra) (ea — re)... (a — re) = ar — or. 
Daher ist offenbar @(x) nichts Anderes als das Produet: 
(a? — ap) (&P — a)... (aP — ayP), 
und folglich erhält man aus der Gleichung p (x) = 0 die gesuchte, 
indem man einfach x? durch x ersetzt, denn so geht dieselbe in 
die folgende über: 
(© — ap) (e — ap) 2... (& — am) = 0, 
welche die »“” Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
zu Wurzeln hat. Wir bezeichnen diese Gleichung in entwickelter 
Gestalt durch: 
F(x) = a” + bw! 4... + bnaa + bu =d. 

4. Diese Gleichung steht nun mit der gegebenen in einer 

merkwürdigen Gongruenzbeziehung (mod. p), welche wir ableiten 


müssen. — Nach der zweiten Bemerkung in Nr. 7 der vorigen 
Vorlesung ist die Substitution von r* an Stelle von » in der Reihe 


r,r,r,... rP-, wenn % nicht durch p theilbar ist, gleich- 


bedeutend mit einer gewissen Permutalion dieser Grössen. Dies 


voransgeschickt, bemerken wir, dass das Product p(x) offenbar 


symmetrisch ist in Beziehung auf die letzteren, also ungeändert 
bleibt, wie man dieselben auch unter einander permutirt z. B. bei 
jeder Substitution einer Potenz r* an Stelle von r. Denkt man 
sich andererseits das Product (x) entwickelt und nach Potenzen 
von r geordnet und beachtet, dass jede Potenz 7”, bei welcher 
m > p ist, nach der ersten Bemerkung a. a. O. durch eine an- 


dere ersetzt werden kann, bei welcher der Exponent kleiner als 
p ist, so nimmt das entwickelte Product (x) die Gestalt an: 


ehren. tolmee 
in welcher die Coefficienten & ganze und ganzzahlige Functionen 
von x sein müssen. Da, wie bemerkt, dieses Produet bei jeder 
Substitution von r* anstatt r, bei welcher # durch p nicht 
theilbar ist, unverändert bleibt, ergeben sich, wenn successive 
»—=2,3,...p—1 gesetzt wird, für (x) noch folgende Aus- 
drücke: 


Year ur thrt tt... +51. 


5 Ey a RE 
p (x) = 5 + gr? 1 -H &1 (r—-1) - NE - & ‚r(p-Vp 1), 
welche, zu jenem ersten addirt, die Gleichung liefern: 

Are Pie { 2 nn 
pP-)Py=-Pp- NH rät tra 
+8, (r?+r!+... Hr PM) +..-+5-1(rP!-pr@ Vreden), 
oder, da die Factoren von &,, &, - » - &,-ı nach der Gleichung (8) 

der vorigen Vorlesung den gemeinsamen Werth — 1 haben, 
P-YpyW)erh - Krästert::- + Sn 

Die in Klammern stehende Grösse ergiebt sich ‘aber aus (x), 

indem man r gleich Eins setzt, wodurch alle Factoren von (x) 

gleich f(x) werden, sie ist also gleich f(x)?. Fasst man ausser- 

dem die vorstehende Gleichung als eine Congruenz (mod. p) auf, 

so zeigt sich, dass 


(1) p(x) = f(x)? (mod. p) 

ist. | 

5. Hier mag eine Bemerkung eingeschaltet werden, von 
welcher im Folgenden ein ausgedehnter Gebrauch gemacht werden 
wird. Ist 

F(&) = A,” + Aa” + ...4 An-ıc 4 An 

eine ganze Function von x mit ganzzahligen Coelfli- 
cienten, und peine (ungerade) Primzahl, so lehrt der 
polynomische Satz, dass die&ntwicklung der p“ Potenz 
von F(x) ausser den p“” Potenzen der einzelnen Glieder 
nur solche Glieder enthält, deren Goöfficienten durch 
p theilbar sind. In der That, alle, von den p“” Potenzen der 
einzelnen Glieder verschiedenen Glieder der Entwicklung haben 














RENT 


die sogenannten Polynomialcoöfficienten zu Factoren; diese sind 
natürlich ganze Zahlen und haben die allgemeine Form: 
I SE. 

er ai wer 
worin #, X, ... x) m 1 positive ganze Zahlen sind, deren 
Summe gleich p. Jeder Ausdruck dieser Art aber ist durch p 
theilbar, da alle im Nenner enthaltenen Zahlen kleiner als die 
Primzahl » sind, diese also bei der Division als Factor bestehen 
bleibt. Man darf daher setzen: 
(2) FliaPp—= AP a” + AP ar NP—..+ 4A, ıPap+AnP+p.F,(&), 
wo F,(x) eine gewisse ganze Function von x mil ganzzahligen 
CGoöffieienten bezeichnet, oder, wenn wir die Definition einander 
(mod. p) congruenter Functionen benutzen, 


8) Far AP a” + AP am dr... + A? ar + 4,P (mod.p). 
Kehren wir jetzt zur Congruenz (1) wieder zurück , so können 
wir ihr folgende Gestalt geben: 
Ha) = a” + ap. ar dr... + an-ı?cP + a„P (mod. p) 
oder endlich, indem man in dieser, für jedes x bestehenden 


Congruenz x? durch & ersetzen darf, wodurch dann (x) in 
F(&) übergeht: 


en Re a ER 27T il IE Yen ak 1 ee 
r DET + Am—ı? C -r AP. 


6. Ehe wir dieses Resultat in seiner wahren Bedeutung er- 
kennen können, müssen wir einen wichtigen speciellen Fall des- 
selben vorausschicken, Redueirt sich nämlich die Gleichung f(x)=0 
auf die folgende: | 

(x — 1)” = 2” — mer + m(m —1) me +...=0, 


1.2 











so wird F(x) von f(x) nicht verschieden sein, da jede Wurzel 

der vorigen Gleichung ebenso wie ihre p‘ Potenz der Einheit 

gleich ist. In diesem Falle nimmt also die allgemeine Congruenz 

(4) die besondere Form an: F 
am — mai... =a”" —mP.a”t-,..,. (mod. p), 


woraus sich durch Vergleichung der Coöfficienten von x”! die 
. wichtige Congruenz ergiebt: 
(d) m’ = m (mod. p). 








wenn p eine (ungerade) Primzahl ist. Se 
DR, Wenn m nicht durch p theilbar ist, kann man die - 
Bi: .r Congruenz bekanntlich. durch den gemeinsamen Factor m heid 
, Seiten theilen und erhält dann: 

ee: u mr! = 1 (mod. 5 | 
je d.h. den ber üh mten N er mau'schen Satz: die nr _ 2 Po 




























p scheine den Rest a wenn » eine enara 
Primzahl) ist. | 





et wenn f(x) eine gewisse ganze Function von = mit Ganz 


Goöffieienten bedeutet, oder kürzer: 
3 X: ; . 
(6) F(x)? = F(ar) an pP. a) Sa 
Br - oder als CGongruenz: E Re 3° Er 
IE MD. 0 Flle = Alan) (mod, pe 


Wendet man endlich das in (5) erhaltene Resultat auf a 
Congruenz (4) am Schlusse der vorigen Nr. an, so ergiebt sich 
der interessante vr De ganze :F ee ve er 





tion zu Wurzeln hat, ist, wenn p eine Ina Rise 
zahl bedeutet, ganzen Function (mod. p) con- 





Ba: _  gruent**) CR 
nn; Dr; 7. Wenn in einer Function f(x) die ganzzahligen CGoöffie 


ar “ten nicht sämmtlich durch p theilbar sind, so besteht die & 
ea gruenz f(x) = 0 (mod. p) nicht mehr identisch, es entsteht vie 
6 mehr die Aufgabe, diejenigen ganzzahligen Werthe von x zu finde 
0 welche ihr Genüge leisten. Jeder Werth von & dieser Art he i 


N ein? ie der Congruenz. Wenn © = « eine solebs ist, 







Rn Wolochden dieses Falles ge 
er #®#) Vergl. hiezu: in Crelle’s J. Bd. 31 BA... 
Fe einer allgemeinen Theorie der höheren Congruenzen, $. 13,058 Tr 
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zeln sieht man aber als eine einzige Congruenzwurzel an, indem 





‚man sagt, die Congruenz habe die Wurzel «= « (mod. p). 


Ist f(&) = (x) (mod. p), so haben die beiden Gongruenzen 


fl) =0 und o(x) = O0 (mod. p) .dieselben Wurzeln, da jeder 
_ Werth von x, welcher die eine Function durch p theilbar macht, 
auch die andere durch p theilbar machen muss. 


Es ist ein Hauptsatz, dass die Anzahl incongruen- 
ler Wurzeln einer Gongruenz nicht grösser als ihr 
Grad sein kann. Dabei versteht man unter Grad der Con- 


gruenz den Exponenten derjenigen höchsten Potenz von x, deren 


Coöfficient durch p nicht theilbar ist. Ist nun 


en at ir. ame Am 0... (mod: p) 
die gegebene Congruenz, m ihr Grad, also «a, nicht theilbar durch 
p, so kann man stets a, = 1 voraussetzen; denn im entgegen- 
gesetzten Falle lässt sich bekanntlich eine, durch p nicht $heil- 
bare, ganze Zahl «, finden von der Art, dass a,«, = 1 (mod. p) 
ist, und da die Wurzeln der Gongruenz dieselben bleiben müssen, 
wenn man diese mit der constanten Zahl «&, multiplieirt, so führt 


man dadurch die CGongruenz in eine andere äquivalente über, in 
welcher der Goöfficient der höchsten Potenz gleich Eins ist. Neh- 


men wir also von vornherein «4, =1 an. 
Um nun den Satz zu beweisen, setzen wir ihn für jede 


- Function bis zum (m — 1)” Grade als bewiesen voraus, und zeigen 


sodann seine Richtigkeit auch für die Functionen des m’ Grades; 
so wird seine allgemeine Gültigkeit erhellen, da jede Congruenz 
ersten Grades, welche nach dem eben Gesagten die Form &-+«,=0 
(mod. p) annimmt, nur eine Wurzel «= — a, (mod. p) haben 
kann. Hat aber die Congruenz: 


7% = a, am—l n= A, — Um + Oi — 6) (mod. p) 


mindestens m incongruente Wurzeln, so seien diese &,, &, ... Am} 


_ man hat dann algebraisch: 


ara, "Al... ta, 1204 0m >= (2—a)(&—0)...(c 0) ole), 
worin p(x) eine gewisse ganze Function von x, höchstens vom 
Grade m — 1 ist, mit ganzzahligen Coöfficienten, welche, wie 
leicht zu zeigen, durch p theilbar sind; denn, da sowohl die 


linke Seite der Gleichung, als auch das Product auf der rechten 


2 / nen. . . 
für die,m incongruenten Werthe &,, &, ... «„ von x durch p» 


 theilbar wird, muss dasselbe von @ (x) gelteny d. h. die Gongruenz 
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plz) = 0 (mod p), S2 
welche höchstens vom Grade m — 1 ist, hat mehr ‚Wurzeln, als. 
ihr Grad beträgt, was wegen der, bis zum Grade m—1 voraus- 
gesetzten Richtigkeit des Satzes nur geschehen kann, wenn sie 
identisch Statt findet. Die obige Gleichung lässt sich hiernach ls 
Congruenz schreiben, wie folgt: x 


ra”... +02 1%+a„n= (&—a,)(2—0,)..(2— 0) (mod.p). . 
Ma nun die rechte Seite derselben für keinen mit «,, &,...0, | 


incongruenten Werth von x durch p theilbar sein kann, weil es 
keiner der Factoren wird und p Primzahl ist, so kann auch die 


Congruenz Ss e 
zum + aa”... + a1 + an =0 (mod. p) u ur 

keine Wurzeln weiter haben. 2 = 
8. Betrachten wir als Beispiel die Gongruenz: Er: 

(8) al — 1=0 (mod. p), | Se 


welche für die Folge von besonderer Wichtigkeit ist. Nach dem ER 
Fermat’schen Satze leistet derselben jede nicht durch p theilbare | 
Zahl Genüge; die Gongruenz (8) hat also genau soviel 
Wurzeln, als ihr Grad beträgt, nämlich die Wurzeln: 


=l, 2 =2,...2=p-—1 (mod. p). 





Nach dem Ende der vorigen Nr. ergiebt sich daraus 2 

die Gongruenz: 3 
9) eA—1=@—- 1) —2)...(@—p-+1) (mod.p; = 

sie wird uns weiterhin von grossem Nutzen sein. Vergleicht man : 


die constanten Glieder auf den beiden Seiten derselben, so erhält 
: wi 

man die folgende CGongruenz: 
(10) 1.2.3... — 1)=— 1 (mod. p), ER 

: : ee 

welche eine ausgezeichnete Eigenschaft der Primzab- 


len ausspricht ünd als Wilson’scher Satz bekanntist. 
TR 


9. Besondere Beachtung verdienen die Wurzeln der Con- 


. . en D Ne n . . .. $; N 
gruenz (8), weil sie ähnliche Eigenschaften haben, wie die Eiin- 
heitswurzeln, und darauf vor Allem die Auflösung der Kreisthei- 
lungsgleichung gegründet ist. In’der That, ist m irgend eine 






Wurzel d. h. irgend eine, durch p nicht theilbare Zahl, so wird 
auch jede Potenz von m eine Wurzel sein, also die unendliche 
Reihe: en 


BE MDR 


m, m, m?, ... 

lauter Wurzeln der Congruenz (8) enthalten. Unter denselben 
muss mindestens eine congruent Eins sein (mod. p), nämlich mP-1, 
und wenn mit d der kleinste Exponent bezeichne; 
wird, für welchen m? = 1 (mod. p) ist, so zeigt sich, gerade 
wie in der vorigen Vorlesung, dass d ein Divisor von p—1 sein 
muss. Dann heisse m eine, zum Exponenten dgehörige 
Zahl. Man erkennt vermittelst "derselben Betrachtungen, die 
wir dort angewendet haben, dass zu jedem Divisor d von p—1 
als Exponent genau @(d) Wurzeln ‘gehören. Nennt manins- 
besondere diejenigen Zahlen, welche zum Exponenten 
p—1 gehören, primitive Wurzeln (mod. p), so erhält 
man den wichtigen Satz: es giebt g(p—1) primilive 
Wurzeln (mod. p). 

Ist g irgend eine derselben, so bilden die Potenzen 
(11) N a RN 
alle Wurzeln der CGongruenz (8). Denn sie sind erstens sämmt- 
lich offenbar Wurzeln derselben, sodann aber auch unter ein- 
ander incongruent (mod. p); wäre nämlich g* = g* (mod. p»), 
während A, k zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2,3,...(p—1) be- 
deuten, von denen Ak die grössere sei, so könnte man beiderseitig 
mit g*, welches nicht durch p theilbar ist, dividiren und fände 
g** = 1 (mod. p), was nicht angeht, ad k—k<p—1undyg 
primitive Wurzel (mod. p) ist. Wir erhalten so das für das Fol- 
gende sehr bemerkenswerthe Resultat: dass die Zahlen der 
Reihe (ll), wenn man von der Ordnung absieht, den 
‚Zahlen 1,2,3,...2—1 (mod. p) congruent sind; und da 
andererseits Jede durch p nicht theilbare Zahl einer der letzteren 
Zahlen (mod. p) congruent sein muss,’ so wird jede durch p 
nicht theilbare Zahl auch einer bestimmten Zahl aus 
der Reihe (11) (mod. p) congruent sein. 

10. Ist also m irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so 
giebt es eine Zahl w aus der Reihe 1,2,3,...p—1, von der 
Art, dass 
(12) m = g“ (mod. p) 
ist. Diese Zahl u soll der Index von m heissen, in 
Leichen: a = ind. m. Einige einfache Eigenschaften der Indices, 
welche in der Folge zur Anwendung kommen, sollen hier zu- 
sammengestellt werden. 











"mn == gt” (mod. p); bezeichnet andererseits A den ind. ton so 


9 sei, von den Potenzen (11) kann steis nur die letzte congruent 














1) Der Index eines Produets ist, der Summe 
Indices der Faktoren not (p—1) congruent.. N i 
wind. m, v = ind. n, also m = gen gr (mod. De 





















ist mn = g*, also ergiebt sich g* = gt? (mod. p). Nun sind 
#, v drei Zahlen aus der Reihe 1,2,3,...p—1; ist daher 
uv<p-—1, so muss, da die verschledenkt Potenzen der 
Reihe (11) als incongruent nachgewiesen sind, 1=utvs eit 
und dann ist auch Au +» mod. (p—1). Wenn aber utv>p—1 
ist, so ist doch jedenfalls a-+v <2(p—1), man kann also setze 
DE ger während #<p—1 ist; aus der a 
g* = g“+r (mod. p) folgt dann, da pi =1 ist, 9 = g*, folg 
z—k, wHv=p—1-4, also u+-v=A mod. (p—1). 
Nachdem auf diese Weise die Richtigkeit des Satzes für ein 
Product von zwei Factoren bewiesen worden, dehnt man ihn 
leicht auf ein Product von beliebig viel Factoren aus, 
2) Ist der Modulus » gegeben, so ist gleichwohl der Index R 
einer Zahl m noch nicht bestimmt, vielmehr hängt der Werth £ 
von ind. m offenbar ab von der willkürlichen Wahl der primi 
tiven Wurzel g, auf welche man ihn bezieht. Wir haben niecl 
nöthig, auf diese Abhängigkeit hier weiter einzugehen, beschränke 
uns vielmehr auf die eine Bemerkung, dass zwei Zahlen, so - 
wie die ihnen (mod. p) congruenten für alle primitive 
Wurzeln denselben Index beibehalten. Dies sind. die 
Zahlen +1 und —1. Denn, welches auch die primitive Wurzel 





Eins sein, es ist also stets: 
; ind. 1) =p—1 
(15) oder ind. (1) = O0 mod. (p—1). 
Ferner ist: | 
gt —1—=(g? —1) gg? +1)=0 (mod. p), 

also einer der beiden Factoren: 
Br et 
ol, gr 

und zwar der letztere durch p theilbar, denn, wäre es der erste, 

so gehörte g nicht zum Exponenten p—1, was es als Ar 

Wurzel (mod. p) doch muss. Es folgt also: Ä 


7 





I 


(14) ind. (—1). oder ind. (p—1) —=?— = 





2 
3) Man beweist durch dieselben Betrachtungen, welche in 
Nr. 4 der vorigen Vorlesung angewendet worden sind, dass unter 


‚den Potenzen (11) diejenigen zum Exponenten d (mod. p) gehören, 


deren Exponenten mit p—1 den grössten gemeinsamen Divisor 


nt ; » e 2 . 
ee haben. Dies lässt sich auch als eine Eigenschaft der 


Indices folgendermassen aussprechen: Ist m eine zum Expo- 


nenten d (mod. p) gehörige Zahl und «a ihr Index, so 
ist der grösste gemeinsame Theiler der Zahlen «a und 


Ä =} i 
p—1 gleich es und umgekehrt. Inder That, ist m = g“, 


so gehört m» nach dem eben Bemerkten nur dann zum Expo- 


nenten d, wenn « und p—1 den grössten gemeinsamen Theiler 


2 
.d 

Ist daher y eine von g verschiedene primitive 
Wurzel, so ist ind. y relative Primzahl zu y„—1, und 
umgekehrt. Denn in diesem Falle hat 2 den Werth p—1, 


er] . 
also ? den Werth Eins. — 


1 € 
- besitzen, 
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Fünfte Vorlesung. 
Von der Irreductibilität der Kreistheilungsgleichung. 


1.. Nächst den Eigenschaften der primitiven Wurzeln (mod. p) 
ist es, wie schon bemerkt, besonders die Irreduetibilität der 
Kreistheilungsgleichung, auf welcher die Methode zu ihrer alge- 
braischen Auflösung beruht.*) Eine ganze Function /(x) mit 


-rationalen CGoäöfficienten heisstaberirreductibel, wenn 


es nicht möglich ist, sie in Factoren mit ebenfalls 
rationalen Coöfficienten zu zerlegen. Ist f(x) eine 


irreductible Function, so heisst die Gleichung f(a)=0 
eine irreductible Gleichung. 


*) Vergl. darüber Abel, m&moire sur une classe particeuliere d’equa- 
tions resolubles algebriquement, in seinen oeuvres completes pag. 114 
oder in Crelle's J., Bd. 4, pag. 26. 
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Hier gilt nun folgender Hauptsatz: = 

Eine irreductible Gleichung f(x) = 0 kann mit 
keiner Gleichung @(&)—=0 von geringerem Grade und 
nit rationalen Coöflicienten eine Wurzel gemeinsam 
haben. Denn sonst hätten die ganzen Functionen f(x), 9 («) 
einen, von f(x) verschiedenen, grössten gemeinsamen Divisor, 
dessen Go6fficienten bekanntlich ebensowohl rational sein müssten, 
wie die der beiden Functionen, f(x) hätte also gegen die ı voraus- 
gesetzte Irreductibilität einen rationalen Factor. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist der folgende: 

Wenn eine irreductible Gleichung fa&)=0 eine 
Wurzel mit einer andern Gleichung F(&)=0 gemein- 
sam hat, deren Goöfficienten ralionale Zahlen sind, 
so genügen entweder alle ihre Wurzeln der Gleichung 
F(x) = 0, oder F(x) ist identisch gleich Null. Dies Letzte . 
tritt nach dem vorigen Satze jedenfalls dann ein, wenn der Grad 
von F(&) kleiner ist ‘als der von f(x). Im andern Falle kann 
man stets setzen: 


Fa) = f(a)..0(&) + Pl), 

worin O(x) der Quotient, @(x) der Rest ist, welchen die Division 
von F(&) durch f(x) ergiebt; Beides sind ganze Functionen mit 
rationalen Coöfficienten, die letzte von kleinerem Grade als la). 
Haben nun F(x), f(x) eine gemeinsame Wurzel, d. h. finden für 
einen bestimmten Werth von x die Gleichungen F(x) = 0, 
(x) = 0 gleichzeitig statt, so muss dieser auch der Gleichung 
p (x) = 0 genügen, woraus nach dem vorigen Satze folgt, dass 
p(x) identisch gleich Null, also 


Fix) = f(&).0(«) 
ist; dann genügen aber alle Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 
auch der Gleichung Fax) = 0. 

Eine Gleichung f(x) = 0 mit ganzzahligen Coäfficienten, deren 
höchster gleich Eins, wird irreductibel sein, wenn es nicht mög- 
lich ist, f(«) in Facloren mit ganzzahligen Coefficienten zu zer- 
legen; denn nach Nr. 2 der vor. Vorl. findet dann auch eine 
Zerlegung in rationale Facloren nicht statt. 

2, Die Kreistheilungsgleichung 


art a2... + +1=0, 
d. i. die Gleichung für die primitiven p% Einheits- 





wurzeln ist irreductibel. Dasselbe gilt von den allge- 
meinerenGleichungen, welche die primiliven Einheits- 
wurzeln des Grades p“ oder eines beliebig zusammen- 
gesetzten Grades n zu Wurzeln haben. Von diesem Satze 
sind verschiedene Beweise gegeben worden, der erste, für einen 
Primzahlgrad geltende, von Gauss in den Disqu. arithm. 
art. 341; diesem folgten andere vonKronecker, Schoenemann, 
Eisenstein, Dedekind, Arndt u.A. Das gemeinsamePrin- 
cip, welchesallen diesen Beweisen, mehr oder weniger 
versteckt, zum Grunde liegt, besteht in Folgendem: 

Bezeichnen wir mit X —= 0 die fraglichen Gleichungen. Um 
zu beweisen, dass eine Zerlegung von X in Factoren p(«), Y(«) 
mit ganzzahligen Coöäfficienten, d. i. die Gleichung 

x—=p(a) .v(e) 
nicht möglich ist, genügt es offenbar zu zeigen, dass in Bezug 
auf irgend einen Modulus m die Gongruenz 
X=o[&) . w(&) (mod. m) 

nicht stattfinden kann, denn diese würde in Bezug auf jeden Mo- 
dulus eine unmittelbare Folgerung jener Gleichung sein. 

Hierdurch fällt eigentlich die Frage nach der Irreducetibilität 
der Gleichungen der Lehre von den höheren Congruenzen an- 
heim, welche sich mit der Zerlegung der ganzen Functionen in 
Factoren in Beziehung auf einen gegebenen Modulus beschäftigt. 
Der Beweis von Schoenemann*), auf einen Primzahlgrad bezüg- 
lich, befindet sich denn auch in der That in einer Abhandlung 
über höhere Congruenzen und lässt das genannte Princip am 
Klarsten hervortreten. Auch Dedekind’s Beweis””), welcher für 
den allgemeinsten Fall eines beliebig zusammengesetzten Grades 
gilt, knüpft unmittelbar an jene Lehre an. Hier sollen einige 
der angeführten Beweise mitgetheilt werden, welche sich ohne 
andere Hilfsmittel, als die in der vorigen Vorlesung gegebenen, 
auseinandersetzen lassen. 


f 
\ 


> 8. Die beiden Beweise von Kronecker*“"*) und der- 
*) Schoenemann, Theorie der höheren Congruenzen $ 50. 

#*2) Dedekind, Beweis für die Irreductibilität der Kreistheilungs- 

Gleichungen, Crelle’s J., Bd. 54. 

*##) Kronecker, Beweis, dass für jede Primzahl » die Gleichung 

ariı... +2 -+1=0 irreductibel ist, Crelle’s J., Bd. 29 und Derselbe, 

- demonstration de V’irreductibilit6 de Pequation a"! +... tx +1=0, 

oü n designe un nombre premier, Liouville’s Journ., Bd. 1, 2. serie, 

BACHMANN, Lehre d. Kreisth, 3 


DH A 


jenige von Eisenstein*) beziehen sich zwar zunächst 
auf die Gleichung: 


art ar? 4... +2 +1=0, 

gestatten aber unmittelbar die Ausdehnung auf den 
Fall, wo der Grad der Einheitswurzeln die Potenz 
einer ungeraden Primzahl, gleich p“ ist**) und geben 
so den Beweis von der Irreductibilität der Gleichung 
1) Ze are) Led... La! ti—0. 
Wir wollen also sogleich von dieser Gleichung handeln, welche 
jene als speciellen Fall in sich begreift. Ä 

Kronecker’s Beweise sınd einander sehr ähnlich. Nehmen 
wir an, X sei nicht irreductibel, sondern dem Producte zweier 
ganzer Functionen (x), y(x) mit ganzzahligen Coöfficienten 
gleich, in Zeichen: 


X=ople). vie), 
so ergäbe sich, indem man 2 = 1 setzt: 

p=pl).yl), 
einer der beiden, oflenbar ganzzahligen Factoren, z. B. (1), 
müsste daher gleich + 1 sein. Da sich nun die Wurzeln der 


Gleichung (1) auf beide Factoren vertheilen, so sei oe eine der- 
jenigen, welche der Gleichung 9(x) = 0 genügt. Welche primi- 


tive Wurzel der Gleichung x?” = 1 wir dann auch unter r ver- 
stehen mögen, die Reihe von Potenzen 

(2), A 

in welcher 1, «, ß, ...y sämmtliche, nicht durch p theilbare 
Zahlen der Reihe 1, 2,3, ... p“ bezeichnen sollen, stellt (nach 
dem Zusatz in Nr. 4 der 3. Vorlesung) alle primitive Einheits- 
wurzeln vom Grade »°, d. i. alle Wurzeln der Gleichung (1) dar. 
Demnach. befindet sich unter ihnen auch die Wurzel eg, und folg- 
lich ist 

(3) Pr). 9°) DLR)... pl) = 0, 

welche Wurzel der Gleichung (1) auch unter r verstanden werden 
mag. Der eine Kronecker’sche Beweis fährt nun fort: 


*) Eisenstein, in Crelle’s J., Bd. 39, pag. 167. 
*#) Serret, sur une question de theorie des nombres, Liou- 
ville’s J., Bd. 15, 


ee Te 
Da hiernach das Produet: | 


px). Pla“). Pla)... Pla?) 
für jede Wurzel der Gleichung (1), welche als Einheitswurzeln 
desselben Grades nach Nr. 3 der 1. Vorlesung verschieden sind, 
verschwindet, so ist es einem elementaren algebraischen Satze 
zufolge durch X theilbar, d. h. 


px). Pla) par)... gya=X.Fla), 
wo F(x) eine ganze Function mit ganzzahligen Coöfficienten. 
Setzt man nun z< —=1, so ergiebt sich, da die Anzahl der Fac- 
toren gleich der Anzahl der Zahlen 1,«@,ß,...y, also gleich 
RE 1) ist, 
pw —p. Fl); 


p(1)P PD, welches den Werth Eins ‚hat, wäre also durch p 
theilbar, was nicht sein kann. Daher: ist die Gleichung (1) irre- 


ductibel. 
x 


a 4. Von diesem Beweise unterscheidet sich der andere 


Kronecker’sche nur dadurch, dass dort direct die Richtigkeit 
der Congruenz: 


pr) Pl) .plrf) ...plrr) = pl1)r"”>D (mod. p) 
gezeigt wird, welche wieder, wenn (1) = +1 ist, nach Gleich- 
ung (3) auf einen Widerspruch führt. Jener Nachweis lässt sich 
folgendermassen geben: 

Wenn g(r), wie es hier stattfindet, eine ganze und ganz- 
zahlige Function der Wurzel r von (1) ist, so ist einerseits 


p(r) .plr®) .p(rf)... pl?) 
als symmetrische Function aller Wurzeln dieser Gleichung be- 
kanntlich eine ganze und ganzzahlige Function ihrer Coäfficienten, 
also, da diese. selbst ganze Zahlen sind, eine ganze Zahl, welche 
wir mit A bezeichnen wollen, also: 

pr). Per). pdf)... pr) — A. 

Andererseits ist nach der Formel (6) der vorigen Vorlesung für 
jedes x: | 

ya = par) + pP. fa), 
wo f(x) eine ganze und ganzzahlige Function von x ist. Bildet 
man nach dieser Gleichung das Product: 


AP —= gpl(r)P .p(r®P ...gp(rY)P, 
‘ 3% 


BE 
so erhält man zunächst das Glied: 


p(rr) pr)... plrt?), 
und dann einen durch p theilbaren Ausdruck, welcher offenbar 
symmetrisch in Bezug auf alle Wurzeln , r%, r®, ... r? der Gleich- 
ung (1), folglich eine durch p theilbare ganze Zahl ist. Dies er- 
giebt die Congruenz 


AP =o(r).o(r#)...o(rYP) (mod. p), 
oder nach dem Fermat’schen Satze: 


A=zo(r).gp(rP)...g(r?P) (mod. p). 
Durch wiederholte Erhebung zur 9” Potenz folgt allgemeiner für 
jedes positive ganze m: 


A= p(rP*) . p(rer”) ,.. p(rr?") (mod. p); 
setzt man daher m = a, wofür r?"—=1 wird, so ergiebt sich, 
wie behauptet wurde: 4 oder 


Pr) P[r°) Pl)... pr) = pP (mod. p). 

5. Während diese Beweise sich wesentlich auf die 
Natur der Einheitswurzeln stützen, ist Eisenstein’s 
Beweis davon unabhängig, beruht dagegen auf der 
BeschaffenheitderCoöfficienten der fraglichenGleich- 
ungen. Das Princip dieses Beweises ist der folgende Satz: 

Eine Gleichung f(x) =0 ist irreductibel, sobald 
der höchste Goefficient in /(&) gleich Eins, der letzte 
gleich +p, die mittleren durch p theilbar sind. Denn, 
wäre im Gegentheil f(x), dessen Grad m + n sei, in ganzzahlige 
Factoren zerlegbar, sodass 

fe) = (a + aa"! ... + anı 2 4%) 
(+ br ...+ b.-1% + b,). 
so müssten heide Ausdrücke auch (mod. p) congruent sein. Die 
Vergleichung der constanten Glieder auf beiden Seiten liefert zu- 
nächst 
tD= an bu 


also etwa au =-+1, b„=-+p. Lässt man aber in der Con- 
gruenz: 


f(&) = (a + ga” 4... + an tl) 
bet... 1 +9) '(modip) 


alle durch 2 theilbare Glieder fort, so erhält man: 


ar (er Lam... +1) 
(2 + bat t...4+ b,_.1x%) (mod. p). 
Rechts findet sich nun das Glied + b,_ıx, welchem links kein 
Glied entspricht, also muss b,_ı durch p theilbar sein, und in- 
dem man es weglässt, ergiebt sich: 


ar (er aa... +1) 
(bo! ...4+ b,-28?) (mod. p), 
woraus in ähnlicher Weise folgt, dass b„_g durch p theilbar ist. 
So fortfahrend gelangt man endlich zu der Congruenz: 
wre (2 L aa”! ...-1)&” (mod. p), 

welche unmöglich ist, da der Coöfficient von x” rechts =—+1 
(mod. p), links aber gleich Null ist. Hieraus geht die Unzulässig- 
keit der Annahme, also die Wahrheit des Satzes hervor. 

Wenn man nun in der Gleichung (1) die Substitution <—=z-+-1 
macht, so wird 
(a X—Fß) 
werden, wo F(z) eine ganze Function von z von demselben Grade 
wie X und mit ganzzahligen Coöfficienten ist, deren höchster: 
offenbar gleich Eins ist. Für z=0 redueirt sich F(z) auf den 
letzten Coöfficienten, dessen Werth sich gleich p, nämlich gleich 
dem Werthe von X für 2<=1 ergiebt. Beachtet man ferner, 
dass 

En = 2 A Es BE. 3 a En 

ar“ = zP® 4 1 (mod. p) 
ist, so führt die Gleichung (4), welche auch so geschrieben wer- 
den kann: | 
F(2). (ea — 1)= ar — 1, 
auf die Congruenz: 
F(z) = ze" (mod. p), 

und lehrt, dass auch die mittleren Coöffiecienten von F(z) durch 
p theilbar sind. Da somit die Gleichung F(z) = 0 sich in. dem 
Falle des vorigen Satzes befindet, ist sie irreductibel; daraus folgt 
aber nach der Gleichung (4) offenbar auch die Irreductibilität der 
Gleichung X = 0. 
| 6. Unter den Beweisen für die Irreduetibilität der 
allgemeinen Gleichung, deren Wurzeln die primitiven 


PAR 


Einheitswurzeln eines beliebig zusammengesetzten 
Grades n sind, wähle ich denjenigen von Arndt*) als 
besonders einfach aus. | 

Arndt bedient sich seines Princips zunächst zum Beweise 
von der Irreducetibilität der Gleichung (1). Der Kürze wegen 
nehmen wir diese nach dem Vorigen als bekannt an, setzen sogar 
voraus, die Irreductibilität für die Gleichung 

I, 

deren Wurzeln die primitiven n’* Einheitswurzeln sind, sei be- 
reits bewiesen für jedes z», welches aus nicht mehr als k ver- 
schiedenen Primfactoren besteht; lässt sich dann die Irreducti- 
bilität auch für solche n beweisen, welche einen Primfactor mehr 
enthalten, so steht sie oflenbar fest für jedes mögliche n. Dieser 
Nachweis aber kann, wie folgt, gegeben werden: 

Wir setzen n= p“.n’, wo n’ aus k, von.p verschiedenen 
Primzahlen besteht. Angenommen nun, es sei 


Fe) = Pla) we) 
Die) =D, PO 


seien die Gleichungen, welche die p“er Potenzen der Wurzeln 
von 


und 


ya)—0, ya)—0 
resp. zu Wurzeln haben, so wird durch «-Mal wiederholte An- 
wendung des Satzes, welcher Nr. 6 der vorigen Vorlesung be- 
schliesst, 
(9) po(a)=Ple), Yle) = Plx) (mod. p) 
erhalten werden. 
Jede primitive n“ Einheitswurzel r kann nun, wie sich aus 

Nr. 6 der 3. Vorlesung sehr leicht ergiebt, gleich dem Producte 
aus einer primitiven Einheitswurzel og vom Grade p“ und einer 
andern © vom Grade n gesetzt werden; aus der Gleichung 

—= 0 .:o folgt aber durch Erhebung zur Potenz 9° die Gleich- 


ung 7?” — oP“ d. h., da p“ zu n’ prim ist, r?* gleich einer pri- 





*) Arndt, einfacher Beweis für die Irreductibilität einer Gleichung 
in der Kreistheilung, in Crelle’s J., Bd. 56. Eine Modification dieses 
Beweises ist derjenige von Lebesgue,s.inLiouville’s J., Bd.4, 2.serie, 
demonstration de lirreductibilite de l’&quation aux racines primitives 
de l’unite, 


mitiven Einheitswurzel ® vom Grade n’ (vgl. Zusatz zu Nr. 4 
der 3. Vorlesung). Lässt man nun r successive je eine Wurzel 
der Gleiehung @ (x) = 0 und der Gleichung (x) = 0 bedeuten, 
so wird dem entsprechend 7?” eine Wurzel der Gleichung D(x)=0 
oder P(x)—=0 sein, und daher wird jede dieser letztern Gleich- 
ungen irgend eine Wurzel mit der Gleichung 
(6) Br Re) 
gemeinsam haben, folglich, da diese nach der Voraussetzung irre- 
ductibel ist, durch alle Wurzeln derselben befriedigt werden. 

Ist demnach ® irgend eine Wurzel. von (6), so folgt aus den 
Congruenzen (d): 

9(o)=0, Ylo)=0 (mod. p), 

mithin 
(d F„(o) = p* . f(o), 
wenn f(®) eine gewisse ganze und ganzzahlige Function von ® 
bedeutet. 

Bemerkt man andererseits die Gleichungen: 


ar — 1— | | File), &« —1= | | Fs (x), 


p 
in welchen (vgl. 3. Vorlesung Nr. 5) der Index d alle Divisoren 


3 ar n 
von n, der Index ö alle Divisoren von Fr zu durchlaufen hat, 


und beachtet, dass letztere sich sämmtlich unter den erstern be- 
finden, dass aber der Werth d=n unter den Divisoren d sich 








n 
nicht findet, so zeigt sich, dass der Quotient — ! eine durch 
u. —1 
F,„(x&) theilbare ganze Function, also 
a” —1 
E TEN SI) 
aP —1 


ist, worin F(x) eine ganze und ganzzahlige Function. Setzt man 
hierin <= o, so ergiebt sich: 

p= F,(o) . F(o), 
woraus in Verbindung mit der Gleichung (7) die folgende er- 
halten wird: 


Eh 


Aus dem entwickelten Producte f(®) . F(w») kann man aber mit- 
tels .der identischen Gleichung F,(®) =0 vom Grade gp(n‘) alle 
höheren Potenzen von @ als die Potenz @P”)—1 fortschaffen und 
findet so 'eine Gleichung von der Form: 


1=pr, tot... + %R)-1-. Ih, 
welche wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung (6) 
identisch bestehen muss und dann zu der unmöglichen Gleichung 
führt: 
1l=pa,:. 
Hieraus folgt die Irreductibilität der Gleichung 
| F„(&) =. 

7. Ein anderer Beweis, durch welchen die Irreductibilität 
dieser Gleichung sogar in einem weiteren Sinne, als wir dem 
Worte beigelegt haben, dargethan wird, rührt von Kronecker her. *) 
Fs würde zu weit führen, denselben hier vollständig wiederzu- 
geben; während wir daher den Leser auf Kronecker’s Abhand- 
lung selber verweisen müssen, entnehmen wir gleichwohl der- 
selben die Principien zum Beweise eines Satzes, der zur Begrün-- 
dung einer späteren Behauptung benutzt werden soll. Wir spre- 
chen folgenden Satz aus, in welchem p — 1=e. f gesetzt sein 
soll: 

Die Function - 

X=antt + ,..+z2 +1 
kann nicht in Factoren zerlegt werden, deren Co6fli- 
cienten rationale und ganzzahlige Functionen einer 
Wurzel der irreductibeln Gleichung 
© F.(e) = 0 
sind. 


PZ 


Zunächst bemerken wir, dass, wenn « eine Wurzel dieser 
Gleichung bedeutet, jede rationale Function von « auf die Form: 


ar «a En a El ale 
(9) +40«+ + 1: 8% 


mM 
gebracht werden kann, in welcher a,, @&,,.. . @._ı und m ganze 
Zahlen sind, deren letzte nicht mit allen Coöfficienten « denselben 
gemeinsamen Factor hat, und worin e zur Abkürzung für o(e) 





*) Kronecker, m&moire sur les facteurs irr&ductibles de l’equation 
n 


2” —1,in Liouville’s J., Bd. 19. 


EEE 


‘ n . . en . & 
gesetzt ist. In der That, die rationale Function er unter f(e), 
p(e) 
p(«) zwei ganze und ganzzahlige Functionen von « verstanden, 
kann, wenn «@, «@”, .... «= die übrigen Wurzeln der Gleichung 


(8) sind, auch so geschrieben werden: 


fa) .p(a’) Pla”)... pa) 

P(a). Pla’) Pla”)... pa) 
Hierin ist aber der Nenner als symmetrische Function aller primi- 
tiven e“” Einheitswurzeln eine ganze und ganzzahlige Function 
von den Coöfficienten der Gleichung (8), folglich einer ganzen 
Zahl m gleich. Im Zähler aber ist bekanntlich. das Product 
ole) p(@”)... p(a®=D) und also auch der ganze Zähler einer. 
ganzen Funktion von « mit ganzen Coöfficienten gleich, deren 
Grad vermittelst der identischen Gleichung 


(10) F.() — 0 
vom Grade kleiner als z gemacht, und welche demnach auf die Form: 


ot yet... + a_ıen! 

redueirt werden kann. Da endlich jeder Factor, welchen m etwa 
mit allen Zahlen a, A» +. As-ı gemeinsam haben sollte, weg- 
gehoben werden kann, erhält die rationale Function von « die 
in (9) behauptete Gestalt. 

Nehmen wir nun an, X sei in die Factoren p (x), ı (x) zerlegbar, 
deren Coefficienten rational von « abhangen, so ergiebt sich aus der 
Gleichung 


X= pl). Ye) 
wenn © = 1 gesetzt wird: 


(11) p= pl). vl), 


worin offenbar (1), (1) rationale und ganzzahlige Functionen 
von « sein werden, sodass nach dem eben Bemerkten 


++... +0, et 4) 


NT eat in Rn m ’ 
DB die! B (0) 
a ae un 2 


gesetzt und m ohne gemeinsamen Theiler mit allen «, n ohne 
gemeinsamen Theiler mit allen db angenommen werden kann. 
Hierdurch geht die Gleichung (11) in die folgende über: 


A p.mn = 4A(e).. B(«). 


a > 


Diese lehrt, dass nur in einer der beiden Functionen A(e), B(e) 
alle Coöfficienten durch p theilbar sein können; denn wäre im 
Gegentheil gleichzeitig 

(12) AQ—p.Ck), Bl)—=p.D(e), | 
während C(e), D(e) ganze Functionen von « mit ganzen Coölfi- 
cienten sind, so folgte einerseits, dass weder m noch n durch p 
theilbar sind , andererseits die Gleichung: 


mn—=p. C(e) D(e), 
welche vermittelst der Gleichung (10) auf die Form 


mn=plyt ce +...—+ c-ı. e:!) 

gebracht werden könnte und wegen der Irreductibilität der 
Gleichung (8) zu der Folgerung mn = pc, führen würde, die 
unzulässig ist, da keine der Zahlen m, n durch p theilbar ist. 

Nun ist aber im Gegentheil leicht zu zeigen, dass die 
Gleichungen (12) aus der angenommenen Zerlegung von X mit 
Nothwendigkeit folgen. Denn, da p[x) jedenfalls eine Wurzel der 
Kreistheilungsgleichung enthält, so besteht p(1) aus einem oder 
mehreren Factoren von der Form 1 — r*, und diese liefern, da 
»? — 1 ist, zur p” Potenz erhoben einen in r ganzen und ganz- 
zahligen Ausdruck, dessen sämmtliche Coöfficienten durch p theil- 
bar sind; daher ist auch 


or = p.ffl) 
also 


(13) Al)? = p. me. ff) 
wo /(r) eine ganze und ganzzahlige Function von r bezeichnet. 
Bemerkt man hierauf, dass in der Entwicklung des Products 


[2 — pmPf(r)] [2 — pm’ fir?)] .. . [2 — pm? . flrP)] 
nach Potenzen von z das höchste Glied gleich z?, die Coefficienten 
aller andern Glieder aber als symmetrische Functionen aller p* 
Einheitswurzeln ganze Zahlen sind, welche offenbar den Factor 
p haben, so kann man jenes Product gleich 
ev — pp.) 

setzen, wo F(z) eine ganze und ganzzahlige Function von z ist, 
und erhält, da es für z= A(«e)P wegen Gleichung (15) ver- 
schwindet, 

(14) ans Ale)?" = p.D(e), 
wo D(«) eine ganze Function von « mit ganzen Coöfficienten ist, 


we ae 


wie sie offenbar durch die Substitution von A(e)P an Stelle von 
z aus F(z) entsteht. Da aber p=ef-+1, also a? = «ist, und 
nach Gleichung (7) der 4. Vorlesung 


A(e)P = A(eP) (mod. p) 

gesetzt werden kann, so ergiebt sich: 

A(e)P = Ale) 
also auch weiter: 

Ale)" = A(e) (mod. p) 
oder A(a)P" —= A(e) + p®’(a), wenn auch D’(e) eine Function 
mit ganzzahligen Coäfficienten. Die Gleichung. (14) liefert dem- 
nach ein Resultat, wie die erste der Gleichungen (12): 

4(e) =p.C(e). 

Nichts hindert aber, auf demselben Wege sich zu überzeugen, 
dass auch 


ist, wie behauptet wurde. 

Da somit durch die Annahme der Zerlegbarkeit der Function X 
ein Widerspruch entsteht, so erhellt ihre Unzerlegbarkeit. 

Nachdem auf diese Weise die Irreductibilität der Kreisthei- 
lungsgleichung in einem weiteren Sinne wie früher dargethan 
worden ist, werden die Folgerungen, welche in Nr. 1 aus dem 
Begriffe der irreductibeln Gleichungen geschlossen worden sind, 
jetzt in derselben weiteren Bedeutung bestehen bleiben. 





Sechste Vorlesung. 


Die Gaussische Methode zur Auflösung der, Kreistheilungs- 
gleichung. Die Perioden und ihre Eigenschaften. 


N m 


1. Wir haben im Vorigen die Aufgabe, den Kreis in p 
gleiche Theile zu theilen, wenn p eine ungerade Primzahl be- 
deutet, auf die Auflösung der Gleichung 


(1) Z=arlt ar... 2x 1=0 
zurückgeführt. Indem nach den vorbereitenden Betrachtungen der 
letzten Vorlesungen nunmehr die Gaussische Methode mitgetheilt 


San All Miss 


werden soll, durch welche die algebraische Auflösbarkeit dieser 
Gleichung dargethan wird, müssen wir mit Hilfe der primitiven 
Wurzeln (mod. p) unter ihren Wurzeln eine eigenthümliche Ord- 
nung herstellen, auf welcher, wie sich zeigen wird, jene Methode 
wesentlich begründet ist, 

Die Wurzeln der Gleichung (1) waren die Potenzen: 


(2) rır,r’,... re 


wenn r irgend eine Wurzel bezeichnet. Nun haben wir einerseits 
gesehen, dass. r* = r* ist, sobald A = A’ (mod. p); andererseits 
waren nach Nr. 9 der vierten Vorlesung die Potenzen: 


(3) | 13°, 


einer primiliven Wurzel g von p den Zahlen 1, 2, 3, .... p—1, 
wenn auch in anderer Ordnung, (mod. p) congruent. Daraus 
ergiebt sich offenbar, dass die Potenzen (2), von der Reihenfolge 
abgesehen, mit den folgenden Potenzen: 
(4) PR Be 

übereinstimmen müssen. Die Wurzeln der Gleichung (1) werden 
also auch durch diese Reihe gegeben, deren einzelne Glieder die 
bemerkenswerthe Eigenschaft haben, dass jedes die g‘“ Potenz des 
vorhergehenden ist; dies gilt auch vom ersten Gliede r, welches 
nach der Congruenz gP-!= 1 (mod. p) gleich 9°" gesetzt, d. i. 
als 9“ Potenz des letzten angesehen werden kann. Die Wur- 
zeln der Gleichung (1) können also, allgemeiner aus- 
gedrückt, so geordnet werden, dass jede dieselbe ra- 
tionale Function der vorhergehenden ist, wie die erste 
von der letzten. 


2. Schalten wir noch eine allgemeine Bemerkung hier ein. 

Die Methoden zur algebraischen Auflösung von Gleichungen 
beruhen im Grunde auf dem Princip, dass man gewisse ganze 
Functionen von den Wurzeln der Gleichung bildet, deren Be- 
stimmung von einer anderen Gleichung geringeren Grades oder 
leichterer Behandlung abhängig ist, und welche so beschaffen sind, 
dass, wenn man ihre Werthe gefunden hat, man daraus auch 
leicht die Werthe der Wurzeln der gegebenen Gleichung selber 
ermitteln kann. Dieser Umstand kann schon bei der einfachsten 
Gleichung, der allgemeinen quadratischen Gleichung 


a — ax tb=0 


ET 


bemerkt werden. Sind x&,, &, die beiden Wurzeln derselben , so 
sind die beiden Functionen von denselben: 


: 2 F&y Mil 
unmittelbar bekannt, nämlich &, + &, =a, &,% = b. Daraus 
findet man: 


(2, — &) = (&ı + 2)? — 48,0%, = a? — Ab, 


also ist die Wurzelfunction 


x — 1, —=4+ Ye — Ab, 
und die Verbindung dieser und der andern Gleichung &, + x, = «a 
liefert sofort die beiden Wurzeln: 


a+Va mb 


IN; _. aFVa: — 4b 
RER De N: 


2 
3. Betrachten wir nach dieser Bemerkung zunächst irgend 
eine ganze Function von den Wurzeln der Kreistheilungsgleichung: 


De 0. re); 
diese kann offenbar auch als eine ganze Function der einen be- 


liebigen Wurzel r aufgefasst werden und soll dann mit f{r) be- 
zeichnet werden. Man kann sie stets auf die Form: 


f)=uHt eur + or +...4+ aur” 
bringen oder, indem man jeden Exponenten von r, welcher > p - ı 
ist, durch seinen kleinsten Rest (mod. p) ersetzt, auf die andere 
Form: 


(=b tburtbr +... + bp. ren, 
und darin werden die Coöfficienten nothwendig ganze und ganz- 
zahlige Functionen von den in F enthaltenen (oölficienten sein, 
sodass sie z. B. rationale oder ganze Zahlen sein werden, jenach- 
dem es die Coöfficienten in F sind. Zieht man von der letzten 
Gleichung die Gleichung (1) ab, nachdem man sie mit db, multi- 


plieirt und z<==r gesetzt hat, so erhält man endlich die Function 
unter folgender Form: 


(5) Ar + Ar? + ...+ 4-1. rm. 
Diese soll als ihre Normalform bezeichnet werden, weil /(r) 
in dieselbe nur auf eine ganz bestimmte Weise gebracht werden 
kann, sobald die Coefficienten in 7 rationale Zahlen, oder allge- 


meiner rationale und ganzzahlige Functionen irgend einer Wurzel 
& der Gleichung «?”! = 1 sind, die beiden einzigen Fälle, welche 


Ber Any 


uns in der Folge interessiren werden. Fände man sie dann näm- 
lich auch noch gleich 


(de) Bır+ B;r?+...-+ Bi. re, 
so müssten die beiden Ausdrücke (5) und (5%) auch unter einander 
gleich sein, woraus durch Division mit r die Gleichung 

A—-BHk—B)r +... Hl Bee 
vom Grade p — 2 sich ergäbe; wegen der Irreductibilität der 
Gleichung (1) in dem weiteren Sinne der Nr. 7 voriger Vorlesung 
müssten also die einzelnen Coöfficienten dieser Gleichung, welche, 
je nach jenen beiden Fällen, rationale Zahlen oder rationale Func- 
tionen von «& sein werden, verschwinden, und dann würden die 
beiden Ausdrücke für die Function /(r) vollständig identisch 
sein. 

In der Normalform (5) kann man statt der Exponenten 

1, 2,3, ... 2—1 wieder die, ihnen (mod. p) congruenten 
Potenzen von g Setzen, und, wenn man sodann nach den stei- 
genden Potenzen von g ordnet, erhält man statt des Ausdruckes 
(5) den folgenden: 


2 p—2 
(6) fr)=ar tar? Hay +... ap. r? 3 
in welchem der Zusammenhang der Coöfficienten « mit den A 
leicht anzugeben ist. Ist nämlich % = g*, so ist k = ind. Ah; da 


nun der Potenz r* = r9" einerseits der Coöfficient A,, anderer- 
seits der Coöfficient a; entspricht, so hat man allgemein 
An = 4 = (ind. h- 

Als Resultat dieser ganzen Untersuchung sprechen wir den 
Satz aus: Jede ganze Function von den Wurzeln der 
Kreistheilungsgleichung kann als ganze Function 
einer Wurzel jener Gleichung auf die Normalform (6) 
gebracht werden,-in welcher die Go@fficienten ganze 
und ganzzahlige Functionen von den CGoöfficienten 
der gegebenen Function sind. 


n 


4. Eine besondere Gattung solcher ganzer Functionen spielt 
nun bei der Gaussischen Auflösung der Gleichung (1) eine grosse 
Rolle. Denken wir uns die Zahl p — 1 irgendwie in zwei Fac- 
toren zerlegt, p— 1=e.f, und vertheilen die Grössen (4) in 
folgende e Gruppen von f Gliedern: | 


Bee 
2 —1 
nr r9°, r9 2 Br yo Je 
e+t 2et1 —1l1)e-+1 
ee, er 


. . . . “ 


EEE TRETEN. sr ER Pe 
wo die, jeder einzelnen Gruppe angehörigen Wurzeln wieder die 
Eigenschaft haben, dass jede derselben dieselbe rationale Function 


der vorhergehenden, wie die erste von der letzten, nämlich die 
g’“ Potenz derselben ist, so sollen die Summen: 


wart tr +... tr” 
nr > ehr Ei. „ach ER ya VeH 


| 


nern en . „rs! 
als besonders wichtig mit einem besonderen Namen bezeichnet 
und (/-gliedrige) Perioden genannt werden. 

Diese haben zunächst die Eigenschaft, unverändert 
zu bleiben, wenn man in ihnen die Wurzel r durch 
irgend eine andere Wurzel der Periode n, ersetzt, 
dagegen sich cyclisch zu vertauschen, wenn r durch 
eine Wurzel ersetzt wird, welche einer der andern 


Perioden angehört. Wird nämlich r durch r9° ersetzt, so 
geht für jedes % 


zgt er „gct* EEE. „al De+k 14 „gl Vetk 
über in: 
Ba ei: REN ar a er PM a L gr 
d.i. nx bleibt bei der Substitution von 9° statt r, allgemeiner 
also von 79” statt r ungeändert. Hiernach kann man die Indices 
der Perioden n auch über e — 1 wachsen lassen, indem dann 
jedesmal 7% = nx ist, sobald X = %k (mod. e). 

Wird nun allgemeiner r durch re ersetzt, so gehen die 
Perioden No» N» Ms --- Ne über in Nm» NAH» »»-- Nnte—1 
oder inimasınaHıs 20° Ne—1s No Ms ie. na2ı d. h. sie werden 
nur um AR Stellen, wie man sich ausdrückt, cyclisch verschoben. 

Die Vertheilung aller Wurzeln der Gleichung (1) in 


Perioden ist von der Wahl der primitiven Wurzel yg 
unabhängig. Denn, sei y eine von g verschiedene primitive 


a Age 


Wurzel (mod. p) und y = g* (mod. p), so ist nach dem Schluss- 
satze der 4. Vorlesung A zu op — 1, also zu jedem der Factoren e, 
f relative Primzahl. Bezeichnet man die neuen Perioden mit 
En ce eg BO 


g=r+ pa" n= Pole +...+ „at—ude 
Da aber die Zahlen O, A, 2%, .... (f—1)A den Zahlen 0, 1, 
2, ...f— 1, wenn auch in anderer Ordnung, (mod. f) con- 
gruent sind, so sind O, he, 2he,...(f— 1he, von der 
Reihenfolge abgesehen, den Zahlen 0, e,! 2e, ... (f—1e 
mod. (p — 1) congruent, und folglich &,—= ny. Ebenso findet 
man: 

gem 5 N ++ Ee-1 = NMe-h. 
Nun sind wieder die Zahlen 0, A, 2%, ... (e — 1) A den Zah- 
len 0, 1, 2,... e— 1 in gewisser Reihenfolge (mod. e) con- 
gruent, also stimmen die Perioden &,, &, --. &-ı mit den 
Perioden 79, N» - - - Ne-ı, von der Ordnung abgesehen, überein, 
d. h., wenn man die primitive Wurzel 9 durch eine andere y 
ersetzt, bleiben gleichwohl die Wurzeln, welche einer Periode 
angehörten, in einer der neuen Perioden beisammen. 

Die e Perioden sind numerisch von einander ver- 
schieden. Wäre nämlich 7, = 1x, während 7, k zwei verschie- 
dene Zahlen aus der Reihe O0, 1, 2, .... e—1 bedeuten, so 
ergäbe sich die Gleichung: 


rt — SR rt HL Er BE unten.) 


welche nicht identisch ist, weil verschiedenen Perioden auch ver- 
schiedene Einheitswurzeln angehören. Indem man statt der Ex- 
ponenten ihre kleinsten Reste (mod. p) substituirt und durch r 
dividirt, was möglich ist, da keine der Potenzen gleich Eins ist, 
erhält man eine nicht identische Gleichung von einem Grade, der 
höchstens a7— 2 beträgt, welche mit der irreductibeln Gleichung 
(1) vom Grade p — 1 eine Wurzel r gemeinsam hat, was nicht 
sein kann. 

5. Jede ganze Function von den Wurzeln der 
Gleichung (1), welche bei der Substitution von r% an 
Stelle von r ungeändert bleibt, lässt sich als lineare 
Function der Perioden n,,%,.:.Ne-ı darstellen, an 
welcher die Coefficienten ganze und ganzzahlige Func- 
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EL 


tionen von den gegebenen CGoöfficienten sind, wenn 
diese entweder rationale Zahlen oder rationale Func- 
tionen von « sind. 

Denken wir uns nämlich die gegebene Function in der Nor- 
mallorm (6): | 


ff) =yr tur tar +... +0a,2. re? 
Da nach der Voraussetzung f(r) = f(r°), also auch 
= fr)... — fr %) 


sein soll, so ist 
= re) + re) +... + fer], 


Bildet man nun die Summe in der Klammer, so geht aus dem 


® . A ® 
allgemeinen Gliede «a, .r9 der Function f(r) der Ausdruck 


h i 
F .9 hervor, also wird: 


1 
(NM- (0m tamt-:: +42: m) 
oder, indem man die gleichen Perioden zusammenfasst, 


fr) = mm + mım +: -: 4 me-ı - Ne-ı. 
Hierin sind m,, m, ... me-ı ganze Functionen der gegebenen 
Goefficienten, von denen nach der Herleitung klar ist, dass sie 
rationale Coelficienten haben müssen. Diese müssen aber sogar 
ganzzahlig sein, denn die Coä@ffieienten in der Normalform, mit 
welcher nach Nr. 3 der vorige Ausdruck identisch sein muss, 
sind ebenfalls ganze Zahlen. 

6. Aus diesem Satze ergeben sich unmittelbar einige wich- 
tige Folgerungen. 

]) Zunächst ist jedes Product aus zwei oder meh- 
reren, gleichen oder verschiedenen der Perioden , 
Ban, allgemeiner jede‘ ganze “Function. der 
Perioden als eine lineare Function derselben dar- 
stellbar, mit Coefficienten, welche ganze oder ratio- 
nale Zahlen sind, entsprechend den Coöfficienten der 
ganzen Function. Denn alle diese Functionen fallen offenbar 
unter den vorigen Satz, da die Perioden selbst durch die Sub- 
stitution von 79° für r unverändert bleiben. 

Das Product auszwei Perioden, n, .n., bringt man 


BACHMANN, Lehre d. Kreisth, 4. 
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leicht auf die angegebene Form, wenn man, wie folgt, 
verfährt: Da 


ee a 7 aa ug) 
nr Lest... Leave 
ist, so kann man schreiben: n, . 9x 
=—— BR (rd* ar „alte = % At Pate, 
— ce (rt7 ne ae 2 Br -L „altet—de, 


+ a l)e (pi tr—ne = „gtfe a1 g us orte 


| 


In dieser Summe geben die Glieder der ersten Verticalreihe: 
re Le L... ee 


ist also g* 4 g” nicht durch p theilbar, so erhält man eine der 
f-gliedrigen Perioden, wenn dagegen g* 4 g” durch p theilbar 
ist, wird der Werth dieser Verticalreihe gleich f, wofür man in- 
dessen auch — fm + m +: . + Ne) substituiren kann, da 
die Summe 9, +9: +». . + ne-ı gleich der Summe aller Wur- 
zeln der Gleichung (1) d. i. gleich — 1 ist. Führt man diese 
Reduction an allen Verticalreihen aus, so erhält man den Aus- 
druck des Produets n, .n. als lineare Function aller /-gliedrigen 
Perioden. (S. weiter unten Vorlesung 15, Nr. 1.) | 


2) Jede ganze Function von den Wurzeln der 
Gleichung (1) mit ganzzahligen Goöfficienten, welche 
sich bei der Substitution von r7 an Stelle von r nicht 


ändert, hat einen ganzzahligen Werth. In der That, setzt 
man im Satze der vorigen Nr. e=1also f=p —1, $o existirt 


nur die einzige Periode 


, 2 p—2 
VertrH H, 
deren Werth gleich — 1 ist; durch diese kann aber jene Func- 


tion linear ausgedrückt werden mit ganzzahligen Coefficienten, 
wird also einer ganzen Zahl gleich. 


5) Jede ganze symmetrische Function der e f-glie- 
drigen Perioden m, 9, -- - Ne-ı ist einer ganzen Zahl 
gleich, wenn ihre CGoäfficienten ganzzahlig sind. Dies 
folgt aus der letzten Bemerkung; denn da bei der Substitution 
von r9 anstatt r die Perioden sich nur eyelisch unter einander 
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vertauschen, bleibt die symmetrische Function derselben dabei 
ungeändert. 


7. Mit Hilfe der vorigen Sätze können wir nun 
beweisen, dass die Perioden m» N» --. Ne-ı von fGlie- 
dern die Wurzeln einer irreductibeln Gleichung vom 
Grade e sind, welche ganzzahlige Coöfficienten hat. 
Diese Gleichung hat mit der Kreistheilungsgleichung 
die Eigenschaft gemein, dass alle ihre Wurzeln aus 
einer beliebigen unterihnen durch Wiederholung ein- 
und derselben rationalen Operation gebildet werden 
können. | 

Die in Frage stehende Gleichung ist die folgende: 

() . Flex) = (« — 9) (& — m) -- - (8 — e-ı1) = 0. 
Ihre Coefficienten sind ganze, ganzzahlige und symmetrische Func- 
tionen der e Perioden, also nach der letzten Bemerkung in voriger 
Nr. ganze Zahlen. Nehmen wir nun an, F(x) sei reductibel und 
F'(&) ein rationaler Factor von F(x), so müsste wenigstens eine 
der Perioden, z. B. n, diesem Factor als Wurzel zukommen, 
also Fin) =0 sein. Dies ist aber eine rationale Gleichung, 
welche mit der Gleichung (1) die Wurzel » gemein hat; nach der 


Irreduetibilität der letztern kann man also r mit 79, rd, ... pe 
vertauschen und findet so: 
F' (n-ı) = 0, FREE: F(m-ı) = Ö, 


d. h. die Gleichung F’(x) = 0, deren Grad geringer als e sein 
muss, müsste die e verschiedenen Wurzeln 79, 95 - - - Ne-ı haben, 
was nicht sein kann. Hiernach ist der erste Theil unsers Satzes 
bewiesen. 

Um auch den andern Theil als richtig nachzuweisen, be- 
merken wir, dass nach Nr. 6, 1) jede Potenz einer beliebigen 
Periode n, sich als lineare Function aller Perioden mit ganzzah- 
ligen Coöfficienten darstellen lässt. Es können also folgende 
Gleichungen aufgestellt werden: 


Baby tmmTt:--+ Wen. Ne-i 
ng pt mtr Wen - Mm 


en Ay ru dm... ai Ne 
zu denen man noch die Gleichung 
| 2: 


EEE I RZ 
—l=-n+m+t---+#%-ı 


hinzufügen mag, welche sich aus der Bemerkung ergiebt, dass 
die Summe aller Perioden gleich der Summe aller Wurzeln, diese 
“letztere aber gleich — 1 ist. Nun kann man aus den e linearen 
Gleichungen eine beliebige Periode n, bestimmen und findet nach 
dem gewöhnlichen Eliminationsverfahren eine Gleichung von der 
Form: | 
DD. = Mt Ana + Ann +... + Acı: na, 

in welcher die Goefficienten ganze Zahlen sind, die nicht sämmt- 
lich verschwinden, und woraus sich n, durch Division mit D er- 
giebt. Denn D kann nicht Null sein,. sonst bestünde die nicht 
identische Gleichung (e — 1)” Grades: 


0= 4, + Ann + A, N -- Eh, -F PER Erz 
während n, eine Wurzel der irreductibeln Gleichung e“* Grades 
F(x) = 0 ist. 

Hiernach ist auch n, = #%(n,), wo $(n,) eine gewisse ganze 
Function von n, bedeutet. Diese Gleichung kann aber als eine 
rationale Gleichung gedeutet werden, welcher die Wurzel r ge- 
nügt, und muss bestehen bleiben, wenn man r durch v9, 79°, ... 
ersetzt; so findet man 

= 9m) nn = 9m) - - - Ni er, 7 
womit Alles bewiesen ist, was unser Satz enthält. 

Durch Auflösung der Gleichung (7) werden die e /-gliedrigen 
Perioden bekannt. Jedoch fragt es sich, wenn « eine bestimmte 
Wurzel der Gleichung (7) ist, welche der e Perioden sie aus- 
drücke. Nun ist aber r eine beliebige Wurzel der Kreistheilungs- 
gleichung; wäre also bei einer bestimmten Wahl des r n,= &, 
so braucht man nur die Bedeutung von r zu verändern, nämlich 
eine beliebige derjenigen Wurzeln darunter zu verstehen, aus 
welchen n, besteht, dann ändert sich auch die Bedeutung der 
Zeichen 9» 91, - - - Ne-ı, indem, was zuvor n, war, nunmehr 
n, wird; man kann also bei passender Wahl von » immer setzen 
N, = «@, wobei die Wurzel » noch insoweit unbestimmt bleibt, 
als sie eine beliebige der Wurzeln sein kann, aus denen n, be- 
steht, und welche nach Nr. 4 völlig bestimmt sind. 

Hat man in dieser Weise die Periode n, ‘bestimmt, so er- 
giebt sich der Werth der übrigen ohne weitere Auflösung anderer 


als linearer Gleichungen, indem jede andere Periode nach den 
obigen Auseinandersetzungen rational durch n, ausgedrückt wer- 
den kann. 

8. Die f Wurzeln, aus denen eine Periode n, be- 
steht, leisten einer Gleichung f“ Grades 9,«)=0 
Genüge, welche lineare und ganzzahlige Functionen 
der e Perioden m, 9» - -» Ne—ı zu Coöfficienten hat und 
in dem Sinne irreductibel ist, dass B,(x) nicht in Fac- 
toren von gleicher Beschaffenheit zerlegt werden 
kann. 

Die Coefficienten sind nämlich symmetrische Functionen der 
Wurzeln 

(8) yo% alte te, „alte 


; 
also unveränderlich, wenn diese in irgend einer Weise unter 
einander vertauscht werden. Nun ist aber die Substitution von 
r9° statt r einer cyclischen Vertauschung derselben äquivalent, 
also bleiben die Coäfficienten bei dieser Substitution unverändert 
und sind nach Nr. 5 lineare und ganzzahlige Functionen der 
f-gliedrigen Perioden. — Die gedachte Gleichung ist aber auch 
irreductibel. Wäre nämlich f(&, 9, N» - - - Ne-ı) ein Factor von 
®,(x) mit Coöfficienten, die ebenfalls lineare und ganzzahlige 
Funetionen der Perioden n9, N» - » » Ne—ı Sind, so müsste er 
wenigstens für eine der Wurzeln (8) verschwinden; man erhielte 
also, indem .man den Perioden ihre Ausdrücke substituirt, eine 
Gleichung in r mit rationalen Goäfficienten,. welche für sämmtliche 
Wurzeln der Kreistheilungsgleichung, z. B. für die übrigen in n, 
enthaltenen bestehen bleiben müsste. Da die Perioden ungeändert 
bleiben, wenn man eine dieser Wurzeln für die andere setzt, so 
müssten der Gleichung 
f(z, no» NM» +++ Ne) = 0 
von geringerem Grade als f mindestens die f in n, enthaltenen 
Wurzeln genügen, was nicht möglich ist. 
Denken wir uns die e Gleiehungen aufgestellt: 
(9) eat, DE De 0, 

so wird ihre Auflösung die vollständige Auflösung der Kreisthei- 
lungsgleichung ergeben. Es genügt sogar, eine einzige derselben. 
aufzulösen, da man, wenn eine Wurzel der Kreistheilungsgleichung 
bekannt ist, durch ihre Potenzen alle übrigen findet. Um die 


Gleichungen (9) aber bilden zu können, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass man zuvor die Gleichung (7) aufgelöst, nämlich die 
e f-gliedrigen Perioden bestimmt ‚habe. Hiernach erhält man fol- 
genden Satz: | 

Die Auflösung der Kreistheilungsgleichung vom 
Grade p— 1=e.f kommt darauf zurück, die Glei- 
chung (7) vom Grade e und eine der Gleichungen (9) 
vom Grade fr aufzulösen. 

Dies lässt sich auch so aussprechen: Nach Auflösung der 
Gleichung (7) wird die Function Xreductibel und zer- 
fällt ine Factoren vom Grade f, welche bis auf Wei- 
teres wieder irreduectibel sind. 

9. Man kann nun in ähnlicher Weise fortfahren. Zerlegt 
man f in die beiden Factoren e, f', so kann man ee’ Perioden 
von f Gliedern bilden: 


7, une ub RE ur „gree 4 Audı L „fee 
7, Zr r9 ar RR he .. nd ge + Be 4 „al Bel 


en Be 79° 22 te ze dans -E ae no Vee 
e ee 
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Von diesen setzen je e’ Perioden eine der /-gliedrigen zusammen, 
2. Bist 


yantrn tn. tt... + Nele» 

und es gelten von ihnen dieselben Sätze, die wir von den f-glie- 
drigen Perioden bewiesen haben, mit den entsprechenden Modi- 
ficationen. Besonders erwähnt sei nur der Satz, dass jede der 
f -gliedrigen Perioden eine ganze rationale Function von irgend 
einer der übrigen ist. 

Betrachten wir aber diejenigen e’ Perioden, welche 
eine der f-gliedrigen zusammensetzen, z. B. die Pe- 
rioden 


’ ’ 4 
(10) No» Ne; Ne ... N(e—Ve» 
so genügen dieselben einer irreductibeln Gleichung 


Be Ne 


vom Grade e, deren Co&öfficienten lineare Functionen 
der f-gliedrigen Perioden sind. Denn in der Gleichung 


an) en) — ne)... (Nee) = 0 
sind die Coefficienten als symmetrische Functionen der Perioden 


(10) durch die Substitution von r9° statt r sicher unveränderlich, 
da durch dieselben die e' Perioden sich offenbar nur cyclisch ver- 
tauschen. Nach Nr. 5 folgt also, dass sie durch die f-gliedrigen 
Perioden ausdrückbar sind. Dass die Gleichung ©’, (x) = 0 aber 
auch irreductibel ist, folgt aus der Irreduetibilität der Gleichung 
D,(&) = 0. Wäre nämlich @(&, ng, N» - - - Ne-ı) ein Factor von 
D’',(x) mit Coöfficienten, welche lineare Functionen der f-gliedri- 
sen Perioden sind, so müsste er etwa für x = n/,. verschwin- 


den, also 
PN res No» N» +++ Ne) = 0 

sein. Diese Gleichung, aufgefasst als eine solche, welcher die 
eine Wurzel » der irreductibeln Gleichung ®,(&) = 0 genügt, 
müsste befriedigt bleiben, wenn man r durch die Wurzeln r7°, 
7, ,., ro derselben ersetzt, wodurch zwar die Perioden 
N05 N» - » - Ne—ı unverändert bleiben, n',. aber in y'a41e --- N a-Ve 
successive übergeht. Die Gleichung hätte also mehr Wurzeln, als 
ihr Grad betragen kann. 

Hiernach lassen sich, sobald durch Auflösung der Gleichung 
(1) die /-gliedrigen Perioden gefunden sind, e Gleiehungen vom 
Grade. e” aufstellen: 


11) ©, =0, Dd,k) = 0,.d,(&) —=0,... D,_ıle) = 0, 


deren jede je e’ Perioden von f’ Gliedern zu Wurzeln hat, und 
welche zur Bestimmung der f’-gliedrigen Perioden mittelst der 
f-gliedrigen dienen. Man hat nur nöthig, eine dieser Gleichungen 
aufzulösen, denn aus einer beliebigen der f-gliedrigen Perioden 
ergeben sich die übrigen als rationale Functionen. 

Wenn aber durch Auflösung einer der Gleichungen 
(11) vom Grade e die f-gliedrigen Perioden als be- 
kannt anzusehen sind, so wird jeder der e Factoren 
Bezträades, in.welche Yobereits.zerlegt war,. von 
Neuem reductlibel, und X zerfällt nach der vorigenNr. 
in ee’ Factoren vom Grade f, welche wieder zunächst 
irreductibel sind. 
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10. Durch Fortsetzung desselben Verfahrens muss man end- 
lich dahin gelangen, dass X in Factoren ersten Grades zerfällt, 
und so die Wurzeln der Gleichung X = 0 unmittelbar bekannt 
werden. Hierin besteht die Gaussische Auflösungs- 
methode, welche in folgender Regel ihren Ausdruck 
findet: Man zerlege p — 1 in Factoren: p—l=a.b.c...d, 
und vertheile alle Wurzeln der Gleichung X = 0 in a Perioden 


a 
n von I Gliedern. Diese leisten nach Nr. 7 einer Gleichung 


Genüge, welche ganzzahlige CGoöfficienten hat. Durch Auflösung 
derselben werden die Perioden n bekannt, und zerfällt X in 


a Factoren vom Grade PT, deren Coöfficienten durch die 7 
ebenfalls bekannt sind. Nun vertheile man die Wurzeln jeder der 


gt 1 ®. . 
P Gliedern. Die- 
ab 


jenigen, welche eine der Perioden 7 zusammensetzen, genügen 
einer Gleichung vom Grade 5b, deren Coöfficienten linear «durch 
die Perioden n ausdrückbar sind (nach Nr. 9). Nach Auflösung 
derselben werden alle ab Perioden n bekannt, und X zerfällt in 


Perioden n in b kleinere Perioden 7 von 





E D—1 . Be 
ab Factoren vom Grade = mit bekannten Coöfficienten. Man 


vertheile nun wieder die Wurzeln jeder der Perioden 7 in e 


. . Y 1 Mn 1 au 8 . . . . 
kleinere Perioden 7” von ?—— Gliedern: die enigep, welche eine 
| abe ı ö k 


der Perioden 7 zusammensetzen, sind (wieder nach Nr. 9) Wur- 
zeln einer Gleichung vom Grade c, deren Coöfficienten linear 
durch die Perioden 7 ausdrückbar sind. Nach deren Auflösung 
werden alle abe Perioden n” bekannt, und X zerfällt in abe 


R NM Da 
Factoren vom Grade ont mit bekannten Coöfficienten u. Ss. w. 


Endlich kommt man auf Perioden von je einem Gliede d. h. auf 
einzelne Wurzeln der Gleichung X = 0, von welchen je d eine 
nächst vorhergehende- Periode zusammensetzen und durch eine 
Gleichung vom Grade d bestimmt werden, deren Coöffieienten 
durch die nächst vorhergehenden Perioden ausdrückbar sind, und 
deren Auflösung die Wurzeln der Kreistheilungsgleichung selbst 
ergiebt. 

Die Auflösung der Kreistheilungsgleichung kommt 
nach dieser Regel darauf zurück, je eine Gleichung 
vom Grade a,b, c,... d aufzulösen. 


design) au 


11. Wie man p — 1 in Factoren zerlege, ist zwar willkür- 
lich; will man jedoch, dass die Hilfsgleichungen möglichst nie- 
drigen Grad erhalten, so muss man p — 1 in seine einzelnen, 
gleichen oder ungleichen, Primfactoren zerlegen. Geschieht es 
dabei, dass alle Primfactoren gleich Zwei sind, d._h. ist p von 
der Form 2° +4 1, so werden alle Hilfsgleichungen vom 2%” Grade 
und ihre Wurzeln durch Quadratwurzeln ausdrückbar. Da man 
nun jeden Ausdruck, welcher ausser Quadratwurzeln keine Irra- 
tionalitäten enthält, bekanntlich mit Hilfe von Cirkel ünd Lineal 
geometrisch construiren kann, so gilt dasselbe von den Wurzeln 
der Kreistheilungsgleichung und es ergiebt sich der Satz: 

Ist p eine Primzahl von der Form 2° +1, so kann 
der Kreis in p» gleiche Theile getheilt oder ein regel- 
mässiges Vieleck von p Seiten in den Kreis einge- 
schrieben werden allein mit Hilfe von Cirkel und 
Lineal. 

Die in der ersten Vorlesung betrachteten Fälle des regel- 
mässigen Dreiecks und Fünfecks gehören in die eben bezeichnete 
Kategorie. 

Man wird gut ihun, als letzten Factor der Zerlegung die 
Zwei zu nehmen, welche in der geraden Zahl p — 1 stets ent- 
halten ist. Dann enthält nämlich jede der Perioden eine gerade 
Anzahl Glieder und besteht aus einer Summe der letzten zwei- 
gliedrigen Perioden: 





p—1 r—1 DLR, p—3 p-3=p—1 
2 2 Rz 2 BRITETE 
ee a rt re 
Br 
KT E 
d. i. welg” =—1 (mod. p) gefunden wurde (Nr. 10 der 4 


Vorlesung): 





r+ r!,r7 4779, re rnF, A a 4 1779 Bo 





i i Ä i ; 2kn Far 
Diese sind sämmtlich reell; denn, ist r = cos 37 + i sin a, 
so ist 

h } 
k 2ko kg". 
r9" COS 2 -H- : sın SIE 
p p 
h h 
/ Ike . Bkogsl. rn 
El '— cos Ze: er ısın er LOL 





ET 


also 








1 h | 
r#° + r9° — 2", c08 


Man gewinnt also den Vortheil, dass die Wurzeln aller Hilfs- 
gleichungen reell sind, bis man durch Auflösung der letzten 
quadratischen Gleichung von den zweigliedrigen Perioden zu den 
imaginären Wurzeln der Kreistheilungsgleichung selber herabsteigt. 

Erinnern wir uns hier, dass nach Nr. 7 und 9 die Hilfs- 
gleichungen sämmtlich irreductibel sind und die Eigenschaft haben, 
dass jede ihrer Wurzeln eine rationale Function jeder der übrigen 
ist. Es liesse sich sogar zeigen, dass die Eigenschaft der Gleichung 
(7), nach welcher alle Wurzeln durch Wiederholung derselben 
rationalen Operation aus einer unter ihnen gebildet werden kön- 
nen, auch ‘den übrigen Hilfsgleichungen zukommt. Diese Eigen- 
schaft aber, verbunden mit der Irreduetibilität, sichert, wie Abel 
in der bereits in der vorigen Vorlesung eitirten Abhandlung ge- 
zeigt hat, indem er die Gaussischen Betrachtungen verallge- 
meinerte, den Gleichungen die algebraische Auflösbarkeit. Die 
Kreistheilungsgleichung X=0ist demnach auch al- 
gebraisch auflösbar, wie auch daraus hervorgeht, dass ihr 
nach Nr. 1 und nach der vorigen Vorlesung dieselben beiden 
characteristischen Eigenschaften zukommen. Um diesen Schluss 
zu ziehen, ist es indessen nicht nothwendig, die genannte Eigen- 
schaft auch für die Hilfsgleichungen nachzuweisen. Nach der- 
selben Abhandlung von Abel genügt es. für ihre algebraische 
Auflösbarkeit, dass sie irreductibel und ihre Wurzeln rational 
durch eine unter ihnen ausdrückbar sind, vorausgesetzt, dass ihr 
Grad eine Primzahl ist, was man stets dadurch erreichen kann, 
dass man p — 1 in seine Primfactoren zerlegt denkt. 

Wir werden bald die algebraische Auflösbarkeit all’ der eben 
genannten Gleichungen durch; eine directe Methode nachweisen. 
In der nächsten ‚Vorlesung sollen jedoch zuvor einige Beispiele 
für die eben dargestellte Auflösungsmethode wirklich berechnet 
werden. 
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Siebente Vorlesung. 
Beispiele. 


1. Um die allgemeine Gaussische Methode zur Auflösung 
der Kreistheilungsgleichung an einigen Beispielen zu erläutern, 
wählen wir zunächst für p die Primzahl 5. 

In diesem Falle ist »y — 1=2.2, man wird also nur suc- 
cessive zwei quadratische Gleichungen aufzulösen haben. Vor 
Allem kommt es darauf an, eine primitive Wurzel g (mod. 5) zu 
finden; man überzeugt sich aber sofort, dass g = 2 eine solche 
ist. Da dann den Polenzen 

N 
oder den Indices 

Da ar 
die Zahlen 

I ee a! 
entsprechen, so vertheilen sich die vier Wurzeln r, r?, r°, rt 
der Gleichung 


tr et = 
in die beiden Perioden 
y=rtr, nmer-+r, 
welche Wurzeln der quadratischen Gleichung 
2 — (N + Mm) + Nom — 0 
sind. Nun findet man aber 
nt mern Enfr 


d. i. gleich der Summe aller Wurzeln der Gleichung (1), also 
gleich — 1, 


ml tt NP Hr) er’ + rt r + rt =—1, 
die quadratische Gleichung nimmt daher die Form an: 
+2 —-1=0 
und hat die Wurzeln 








2 i 2 : 


er ON 


von denen man nach Belieben die eine gleich n,, die andere 
gleich n,, z. B. 
® _—1+J/5 _—-1-)5 
> 5 ’ 


2 ha 2 


(Se 


setzen kann (s. die Bemerkung in Nr. 7 der vorigen Vorlesung), 
indem man die beliebige Wurzel r passend gewählt denkt, näm- 
lich als eine der Wurzeln derjenigen Periode, welche eben den 





Bestimmen wir nun die Gleichung, welcher die beiden in n, 
enthaltenen Wurzeln r und r! Genüge leisten. Diese ist 


a? — (r+ r)a4r.rt'=0 
oder 
? je 
=" — peri=0, 
und ihre Auflösung giebt die Wurzeln r und r!. Man darf setzen 


2406 varı 
ver cha » 


ein Ausdruck, der durch Substitution des Werthes von n, die 
(Gestalt annimmt: 





—1+Y/5+iY1w+2 V5 
4 
Von den beiden Werthen n,, n, ist offenbar der erstere po- 
2 ; ; 2%k Er 
sitiv, der zweite negativ. Da nun, wenn r —= cos . +; sin — 
k 


ß h 2kr Ak 4 
gesetzt wird, n, und n, in 2 cos 5 und 2 cos —, resp. über- 


gehen, wird man k=1 oder k=4 wählen müssen, um der 
getroffenen Wahl von n, zu genügen. Man darf also 


27 sılreagE dm 
r —= 0057 + i sin = und n, = 2 cos = 


setzen. 

Die Aufgabe, den Kreis in fünf gleiche Theile zu (heilen, 
gestattet nach Nr. 11 der vorigen Vorlesung eine Lösung mittels 
Girkel und Lineal. Man kann z. B. folgendermassen verfahren: 
In dem zu theilenden Kreise (Fig. 1) werde der Radius als Ein- 
heit genommen, zwei auf einander senkrechte Durchmesser 42, 
CD und in A, D die Tangenten gezogen, welche sich in S schnei- 


a 1 
den; man halbire 4S in E und verbinde Z mit dem Mittelpunkte 
O des Kreises, so ist 
OE=YVOA+ ART —=LY5. 
Schlägt man nun mit OZ um Z einen Kreis, der AS in F trifft, 
so ist | 





folglich Fig. ı. 


27T 
5? 


AG. == c08 


wenn man durch die 
Parallele 0G zu BF die 
Strecke AF in @ hal- 
birt. Die Parallele @ 7J 
zu AB schneidet dem- 
nach den Kreis in zwei 
Punkten HZ, J, von 
denen jeder ein Eck- 
punkt des Fünfecks ist, 
welches man erhält, in- 
dem man CH oder CJ 
zu wiederholten Malen 
in die Kreisperipherie 
einträgt. 




















2. Als zweites Bei- 
spiel wählen wir den 
‚Fall p= 13. In diesem it p— 1=3.2.2, die Auflösung 
der Gleichung 


kommt also nach Gauss’ allgemeiner Methode darauf zurück, suc- 
cessive eine cubische und zwei quadratische Gleichungen aufzu- 
lösen. Bei der Wahl der Zahl 6 als primitive Wurzel (mod. 15) 
findet man die Indices 

Ö, L,; 2, 3, 4, 5, 6, (E 8, g, 10, El; 
und die Zahlen 

13, 65.102 31912712507, 3,08, 8 A A 


einander entsprechend. Sind nun zunächst 79, N, 7, die drei 
n»—1 
3 


yartr tr? 49, year tr to, 
ner tr tert 
als Wurzeln der cubischen Gleichung: 


a’ — mt) a + Mn FMN NM) 2 — MN —d. 
Zunächst ist nun wieder der erste Co£fficient 


a Te Eee 
Die beiden andern Coöfficienten der Gleichung aber ergeben sich 
leicht, wenn man die in Nr. 6, 1 der vorigen Vorlesung ange- 
gebene Methode zur Multiplication zweier Perioden benutzt. Hier- 
nach findet man nämlich die Gleichungen: 


m tm TM 
Mt 2m Ma 
N Mt Mt 2 
mA? Mm 





Perioden von — 4 Gliedern, so erhält man 


und daraus 
Nom NN tm tm rm) —H 
No Na = NoNo 2 Nom MN = — 1. 
Die cubische Gleichung erhält daher die Gestalt: 
a + a? — Ar +-1=0. 
Nachdem man dieselbe aufgelöst hat, was bekanntlich stets 
möglich ist, sind 7, 7), 95 als bekannt anzusehen und nunmehr 


in die sechs kleineren Perioden 7 von nur zwei Gliedern zu zer- 
legen. So zerfällt 7, in die beiden Perioden 


[4 0) 4 ? r 
Nr -1- r1?, Na r> eu r?, 
welche die Gleichung 
2 a Was FE 
= — Mt) ct NN: 0 
befriedigen. Da in dieser 
tm und non, N 
gefunden wird, nimmt sie die Form an: 
N ER Pr 
za mat =0 
und lässt nun durch Auflösung die Perioden 7‘, 7’, finden. Nach- 
dem dies geschehen, bilde man endlich die quadratische Gleichung 


BOT PER 
«© — (rr+r)cz-+4r.r?—=0 


mit den Wurzeln 7, r!?, aus denen die Periode »/, besteht, und 
welche so. geschrieben werden kann: | 
ee —net+1=0, 

und durch die bekannte Auflösungsregel der quadratischen Gleich- 
ungen zur Kenntniss der gesuchten Grösse r führt. 

3. Wir wollen endlich p=17 annehmen, also die 
Aufgabe stellen, indenKreis ein regelmässiges Sieben- 
zehneck einzutragen. 


Die Aufgabe kommt darauf zurück, die Gleichung 
+17 





aufzulösen. Nach der Gaussischen Methode müssen vor Allem die 
Perioden gebildet werden, und dazu ist die Wahl einer primitiven 
Wurzel y für den Modulus 17 nothwendig. Eine solche ist aber 
g=3 und zwar entsprechen den Potenzen 
1, 9% 9% 94 95, 96, 97, 95, 99, g19, gti, 

oder den Indices 

0 272,04,5,0,7,.8,9210,..11,.12, 13, 14, 15, 
hier die Zahlen 

77259210.15,5, 10, IT, 16, .14,.8,7,4,.12,°2,6 
als kleinste positive Reste jener Potenzen von g = 3 (mod. 17). 

Man zerlege nun p— 1=16 in die vier Factoren 2.2.2.2. 

Bildet man dann zuerst zwei Perioden Ng; 9, von acht Gliedern, 
so findet man | 

n=rtr+ 713 4 715 al y16 tr, 4 y4 ee, 

yartrı 547 U LE LTE, 
Diese sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

= — mM) 
Es ergiebt sich sofort n, 4 n, als Summe aller Wurzeln der 
Gleichung 
td tat... ++ +1=0 

gleich — 1. Für das Product der beiden Perioden aber findet 
man nach der in Nr. 6, 1) der vorigen Vorlesung angegebenen 
Multiplieationsmethode leicht den Werth 


evt) 


12% 1:8% 1427,15 
’ 


ER RE | 


Br eh 


Die Perioden n,, n, sind also die Wurzeln der Gleichung 


at —4=0, 
d. i. gleich 





A a 
2. 2 
Man darf einen beliebigen dieser Werthe mit 7, den andern mit 
n, bezeichnen, also z. B. 
(2) Mo n=3 ehe, = ai 
2 2 
setzen, indem man die Wurzel r passend gewählt denkt. 
Nun zerlege man jede der achtgliedrigen Perioden in zwei 
: kleinere von vier Gliedern: 
Wert tr, Vertrtrihe, 
er trö tr tr, Wert tritt, 
Die Perioden 79, 97, Welche die Periode n, zusammensetzen, 
ebenso die Perioden »',, 73, aus denen n, besteht, leisten je 
einer Gleichung zweiten Grades Genüge, deren Coöfficienten zwar 
nicht mehr rationale Zahlen, aber doch rational durch die Perio- 
den 9, 7, ausdrückbar sind, nämlich den beiden Gleichungen 


a — treatment tn )etn, 3,0, 
denen man leicht folgende Gestalt giebt: 
x — ym2e—1=0, 2 —ye—1=0. 


Die Wurzeln der erstern sind: 


_. 90 n° 14 
nn +y% Be 


a a 
hr yM rb 


und man darf setzen 





die der zweiten: 





Aue uch ee 
3 m tryHrı mt yErı 

Um jedoch zu entscheiden, wie die Perioden 7, 73 den Wurzeln 
der zweiten Gleichung zugeordnet werden müssen, bedienen wir 
uns eines von Gauss angegebenen Hilfsmittels. Bildet man näm- 
lich nach der bereits mehrfach erwähnten Methode das Product 
7, — N. Mi — Ns), so findet man die Gleichung 


(No 13 no) 7, Apr: 73) =2 (no Er 1) 
der: 


a N 


Eye nen atyi 


da hiernach 7’, — »', positiv sein muss, so ist zu setzen: 
/ Bere ! 12 ” FE 7? en 
(4) a Sr Dt a, 


Nun müssen die viergliedrigen Perioden weiter in die zwei- 
gliedrigen zerlegt werden, deren Ausdrücke sind: 
rt, Wert, Wertr, Merl rT, 
Masr’trt, Wert? ner, Werte, 
Diejenigen je zwei Perioden n, welche eine Periode m’ zusammen- 
setzen, sind immer Wurzeln einer quadratischen Gleichung, deren 
Coöfficienten rational durch die Perioden 7 ausgedrückt werden 
können. Alle diese Gleichungen lassen sich leicht bilden, und 
mit Hilfe des erwähnten Gaussischen Prineips können auch ihre 
Wurzeln ohne jede Zweideutigkeit angegeben werden. Es genügt 
jedoch zu unserm Zwecke, eine einzige dieser Gleichungen zu 
betrachten, z. B. diejenige, deren Wurzeln 7, 7, sind, und 
für welche man findet 


er (7% re 74) ° + No . N —=0 





oder 


(5) ct —0. 
Hieraus kann »”, bestimmt und gesetzt werden: 


() eye, 


Endlich gelangt man zur Kenntniss der Wurzel r selbst, indem 
man eine quadratische Gleichung auflöst, welche die, die Periode 
N. bildenden Grössen r, r!® zu Wurzeln hat, nämlich die Gleich- 


ung 
a? MR (r 4 ze] x 4 r. y!6 —( 


a — n,ce+1=0, 


a No E No u 1 
| BAR +V 4 
sich ergiebt. — 


4. Die Primzahl p = 17 gehört wieder zu denjenigen, für 
welche die Theilung des Kreises allein durch Cirkel und Lineal 
ausführbar ist. Da die entwickelten Ausdrücke für die Wurzeln 
der Gleichung 


BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 5 





‘oder 


aus welcher 





ziemlich complieirt ausfallen, darf man freilich nicht erwarten, 
dass ihre Construction eine sehr einfache sei. Von den bekannten 
Constructionen des Siebenzehnecks soll hier mit leichten Modifi- 
calionen diejenige reprodueirt werden, welche sich in Serret’s 
Handbuch der Algebra, deutsch von Werthheim, 2.Bd., pag. 442, 
findet, da sie den Gang der soeben ausgeführten Rechnungen am 
Deutlichsten hervortreten lässt. Auf eine andere von Staudt her- 
rührende Construction im 24. Bd. des Grelle’schen J., pag. 251, 
wo auch eine solche für das Fünfeck angegeben werde werden 
wir nachher zurückkommen. 


Im Voraus mag bemerkt werden, dass nach den Formeln (2) 
die Periode n, positiv, n, aber negativ ist. Die Perioden 7, 9, 


” E - 2kn . 
n'„ dagegen, von welchen die letzte gleich 2 .. cos —_— ist, wenn - 


17 

2krn 2krn f Er 
r = (008 —_  +isin nn gesetzt wird, erhalten positive Werthe. 
Man ziehe nun (Fig. 2) in dem zu theilenden Kreise mit 
dem Radius 1 zwei auf einander senkrechte Durchmesser 42, 
CD und in A, D die Tangenten, die sich in S schneiden, und 
mi —= 448. Dann ist aus dem rechtwinkligen Dreiecke 


EAO: 








0E=YA0+ AR = 14Yy17. 


Beschreibt man sodann mit OE um E als Mittelpunkt einen 
Kreis, welcher 4S in F und F’ schneidet, so ist 


Mr ei ah =, 
’ ‚ Vır+1 74 
AF=EF + BA=— = — N, 


ferner aus den rechtwinkligen Dreiecken FAO und F’A0: 
Be: 2 Da no" 5 
OF= VAR + AR — vi +1, 


A RL. END 
OF= VAR AFP = YVUurı 





Indem man daher um 7 als Mittelpunkt mit FO, und um 
F’ als Mittelpunkt mit F’O zwei Kreise schlägt, welche 48 in 
H und A’ treffen und die Strecke AZ durch die zu BA ge- 
zogene Parallele 0J in J halbirt, findet man 


» 


ET 





AH=FH+FA=FOLFAI- NY LI, 





Bar: ar Ei ‚ a n 2 „8 ‚ 
AH —= FH — FA= FO FA-U + VW Hin, 
RER 
AN = n 
Nunmehr schlage man über Z’S einen Halbkreis und ver- 











längere AB über A hinaus bis zum Durchschnitte X mit dem- 
selben; dann ist 
AK®— AH, AS n, 
Wenn man aber um X als Mittelpunkt mit dem Radius 4J 
einen Kreis schlägt, und von dem Schnittpunkte Z desselben mit 


5* 


EIN ER 


der Geraden AS mit demselben Radius den Kreis MKN zieht, 


so ist auch 

AK?=AM.AN, 
also 

AM.AN= UNE 
während 

AM-AN=2.4/=n, 

ist. Hiernach sind AM und AN die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (5) und AM als die grössere derselben nach Formel 


(6) gleich 7”,. Wenn also endlich ? die Strecke AM halbirt, so 
2% \ ' 
ist AP= cos 77 und man braucht nur PO mit AB parallel 


zu ziehen bis zum Durchschnitte mit dem gegebenen Kreise, um 
einen Eckpunkt O des Siebzehnecks zu finden, welches man sel- 
ber erhält, indem man DO 17 Mal in die Kreisperipherie ein- 
trägt. x 
Den nächsten Fall, in welchem die Theilung des Kreises 
mittels Cirkel und Lineal möglich ist, würde die Primzahl p» = 257 
darbieten. “Ueber die Auflösung‘ der entsprechenden Gleichung 
a?” — 1 müssen wir hier auf Richelot’s umfangreiche Arbeit 
in Crelle’s J., Bd. 9, verweisen. Wenn übrigens die Gauss’- 
sche Methode die nothwendige Form der Primzahlen liefert, für 
welche die Kreistheilung durch Cirkel und Lineal ausführbar ist, 
indem sie lehrt, dass p = 2” 4 1 sein müsse, so wird doch 
keineswegs jede Zahl dieser Form einen solchen Fall darbieten, 
da 2” — 1 nicht für jeden Werth von m eine Primzahl ist. 
Zunächst ist dazu erforderlich, dass. m eine Potenz von 2 ist, 
denn, wäre es durch eine ungerade Zahl theilbar, etwa m=m’(2n--1), 
so würde nach der Formel 


tt 1—=(lcH+1) (ar — ar tar —...4+2°— 041) 
2» @rHl) 4 1 durch 2” + 1 theilbar, also eine zusammengesetzte 
Zahl sein. Aber dass auch nicht alle Zahlen von der Form 
2°” + 1 Primzahlen sind, lehrt die Annahme n» —=5, denn die 
derselben entsprechende Zahl 


2° +1 4294967297 
enthält den Factor 641. Nach dieser Bemerkung bleibt es auch 
zweifelhaft, ob es unendlich viel Primzahlen giebt, für welche 


Cirkel und Lineal ausreichen, um die Theilung des Kreises zu 
bewerkstelligen. — 


BER. He 


Anhang. 


Als Anhang zu dieser Vorlesung will ich noch folgende, die 
v. Staudt’sche Construction des regulären Siebenzehnecks be- 
treffende Mittheilung des Herrn Professor Schröter, welche er 
mir freundlichst zur Benutzung überlassen hat, hier beifügen, 
indem ich bis auf, einige redactionelle Aenderungen ganz seiner 
Darstellung mich anschliesse. 

1. Nach Nr. 3 der 7. Vorlesung kommt es allein darauf an, 
zuerst die Wurzeln der quadratischen Gleichung 





(1) © +2 —4=0, 
nämlich die beiden Perioden 
—1+/17 —1—/17 
(2) a me 
sodann die Wurzeln jeder der beiden quadratischen Gleichungen 
(3)  — ye—1l1=0, 2? — n2e—1=0, 


d. h. die Perioden 

Ä a me 
lb ml ıyarı m-t-ywrı 
einerseits, und die Perioden 

‚ n 2 ER Pr n 2 2 
(9) Ast ee m=3:7 +1 


andererseits, endlich die Periode 








ae HE 
(6) ee N, 

j ; DkT.. : F BP 
welche gleich 2 cos ie und die quadratische Gleichung 
(7) =” — Nee, —=0 


befriedigt, zu construiren. Es handelt sich also um die 
geometrische Construction der Wurzeln quadratischer 
Gleichungen, und diese kann stets vermittelst der 
Durchschnittspunkte einer geraden Linie mit einem 
Kreise in folgender Weise ausgeführt werden: 
Nehmen wir zwei parallele Tangenten eines Kreises mit dem 
Radius 1 (s. d. Tafel Fig. 1), welche in den Endpunkten eines Durch- 
messers © D berühren, und möge eine beliebige Transversale den 
Kreis in den Punkten Z, E,, die beiden parallelen Tangenten in 


Br ya 


den Punkten ce und d treffen; zieben wir die Linien CE, CE, 
welche Da in e und e, treflen, ebenso DE, DE,, welche Ce in 
e und &, begegnen, so bestehen zwischen den auf den beiden 
parallelen Tangenten abgeschnittenen Stücken einfache Bezichun- 
gen, welche wir ermitteln wollen. 


Da die Polare von ce durch C und den vierten harmonischen 
Punkt zu ce, E, E, gehen muss, so wird sie die Tangente Dad in 
-.einem solchen Punkte m treffen, welcher zu e, e, und dem un- 
endlich entfernten Punkte harmonisch liegt, d. h. m wird die 
Mitte von ee, sein, und wir haben also | 

4(De-+ De) = Dm. 
Weil aber die Polare von c senkrecht steht auf cM, so sind die 
Dreiecke cCM und CDm ähnlich, also 


Ce:CM=DC:Dm, d.h. Dm= 2 


Ce’ 
also 
(8) De+De = 5; 
C * 
In gleicher Weise erhalten wir andererseits 
4 
Cce+- Cl, = 7; 


Es sind aber die Dreiecke CD und CDe ähnlich, da Ce auf 
DE oder De senkrecht steht, also ist 


Ce: CD DO:De, hi ee 
De 
und ebenso 
4 
nr} 


also folgt 
1 1 1 
De 100 7E Da 
und hieraus, nach der Beziehung (8): 
(9) De.De = a. 
Fassen wir nın De und De, als Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 
(10) 2 — pa tg=0, 
so werden deren Coöfficienten p, g als Summe und Product der 
Wurzeln durch die Gleichungen (8) und (9) bekannt, nämlich 





(11) Tr Du le) 
“sein. 

Umgekehrt, wenn die Gleichung (10) gegeben ist, 
so construirt man ihre Wurzeln, indem man aus den 
Gleichungen (11) auf den parallelen Tangenten in € 
und D zwei Punkte c und d bestimmt, deren Verbin- 
dungslinie den Kreis in solchen zwei Punkten E, E, 
trifft, welche, mit € verbunden, auf der Tangente in 
D die gesuchten Wurzeln als die Abschnitte De und 
De, liefern. 

Was die Realität der Wurzeln anbetrifft, so ist die 
Bedingung dafür auch geometrisch leicht zu fixiren. 
Offenbar werden die beiden Schnittpunkte Z, E, reell sein, wenn 
das abgeschnittene Stück Dad kleiner ist als dasjenige Stück D6, 
welches die zweite, aus ce an den Kreis gelegte Tangente auf Da 


abschneidet; und da DI — 5 ist, so folgt als Bedingung für 


reelle Schnittpunkte: 
GERD — 


Liegen also ce und d nach entgegengesetzten Richtungen hin 
auf den beiden parallelen Tangenten, so werden die Wurzeln 
immer reell sein, weil das Product Ce. Dd negativ wird; liegen 
sie nach gleichen Richtungen hin, so werden die Wurzeln nur 
dann reell sein, wenn das Rechteck aus den beiden Abschnitten 
Cc, Dd kleiner als das Quadrat des Kreisradius ist. — 

2. Auf Grund dieser allgemeinen Betrachtungen lassen sich 
nun die Wurzeln der ‘quadratischen Gleichungen (1), (3) und (7) 
successive construiren (s. Fig. 2). | 

Für die erste dieser Gleichungen hat man 


Nee er RN 
vergleichen wir diese Relationen mit den Gleichungen (8) und (9), 
so häben wir Ccc=—4, Dd=-- 4 zu Setzen. Wir tragen 


also auf die Tangente in € nach einer Seite hin das Stück Ce 
gleich dem doppelten Durchmesser des Kreises, auf der Tangente 
in D nach der entgegengesetzten Seite hin das gleiche Stück Da 
ab, ziehen cd, welche Linie den Kreis in Z und Z, treffe, und 
ziehen CE, CE,, weiche Dd in e und e, treflen; dann sind De 
und De, die Wurzeln unserer ersten quadratischen Gleichung, 


und zwar wird, wenn wir Ce als die negative, Dd als die posi- 
tive Richtung auffassen, De die positive, De, die negative Wurzel, 
also 
DEE ne Doz 0 

sein. 

Die zweite aufzulösende quadratische Gleichung ist in den 
Formeln enthalten: 

them h-a=—lh 

und dies zu vergleichen mit den Relationen (5) und (9) oder, 
indem wir, um Verwechselung zu vermeiden, ec’ und d’ an Stelle 


von ce und.d setzen und zugleich f und f, anstatt der früheren 
Buchstaben e und e,, mit den folgenden Gleichungen: 


4 4 Dd 
DF+Dp=.,; De Dih=p——1 
. . [2 [4 . 4 4 ö 
Hieraus ist zunächst ce leicht zu finden, da Dr also 
‚ I, : Li» \ 
(=; ist. Wir haben nur nöthig, DE zu ziehen, welches 


die Tangente in C in dem gesuchten Punkte ec’ treffen muss. 
Um den zweiten Punkt d’ zu finden, bemerken wir, dass, 
wenn c’d den Durchmesser CD in p trillt, 
Ge Dep: Dh 
sein muss, also 





wodurch der Punkt p bestimmt wird; wir tragen auf die Tan- 
gente in D nach der positiven Seite den Radius des Kreises gleich 
DJ auf, ziehen Jc, welches in p den Durchmesser CD trillt, 
dann wird cp den Kreis in zwei Punkten F und F, treffen, CF 
und OF, aber die Tangente in D in den Punkten f und f,, so- 
dass Df und Df, die gesuchten Wurzeln sind; und da Df posi- 
tiv, Df, negativ zu schätzen ist, findet sich 


Di, Dh=m: 
In ganz gleicher Weise ermitteln wir die Wurzeln der zwei- 
ten. Gleichung (3) aus den Relationen 
Hrn he —h | 
indem wir nur an Stelle des Punktes Z den Punkt Z, wählen; 
wir ziehen also DE,, welches die Tangente in € im Punkte ce” 
treffe, und ziehen c”p; durch die Schnittpunkte dieser Geraden 


BERN 


a 7 2 


mit dem Kreise, welche #, und F, heissen mögen, ziehen wir 
CF, und OF;, welche die Tangente in D in den Punkten f, und 
f, twelfen. Dann ist, da (nach Vorlesung 7) n’, positiv, 7, nega- 
Liv ist, 

Dr =, Dh=n;. 

Jetzt bleiben nur noch die Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung (7) zu construiren, d. i. einer derjenigen vier Gleichungen, 
denen die zweigliedrigen Perioden genügen. Man hat aber 

Vtren=dr Wen = Di 
Vergleichen wir dies mit den allgemeinen Formeln, in welchen 
wir an Stelle von.c und d die Buchstaben e” und d”, und an 
Stelle von e und e, die Buchstaben A, und A, setzen wollen, so 
haben wir & 

Be nenn Dh Ad nr, 
Ce | 4 Ce ! 
Hieraus ergiebt sich sogleich die Construction des Punktes ce”, 


FAT L ; F 
da CC” — Dr ist; wir brauchen nur DF zu ziehen, welches die 
Tangente in C in dem gesuchten Punkte e”’ treffen wird. Um 
d” zu finden, bemerken wir, dass, wenn c”’d” den Durchmesser 


A } RI LO 
CDin og, trifft, das Verhältniss pr ersetzt werden kann durch 
C 4 s r 2 
Bat: —-; tragen wir daher auf der Tangente in 
Dg Dfi 
C nach der positiven Seite hin den doppelten Kreisdurchmesser 
Ck auf und ziehen kf,, so muss dies den Durchmesser CD in 
9, treffen, und die Verbindungslinie eg, wird den Kreis in sol- 
chen zwei Punkten 7, und Z, schneiden, dass ihre Verbindungs- 
linien mit C, nämlich CH, und CH,, die Tangente in D in den 
Punkten %, und A, treflen, und 
| „ 29km 7 ak’ 
Du —=n,=2008—7; DR—=Nn 2 008 7 
werden, wenn k, % passend zu wählende ganze Zahlen bezeich- 
nen. Die Linien CH, und CA, treffen somit den zu den beiden 
Tangenten in C und D parallelen Kreisdurchmesser 4B in zwei 
Punkten %, und %,, deren Abstände vom Kreismittelpunkte O 
halb so gross sind, als DA, und DA, es ist also geradezu 
kr kn 
Ok, = 008 ——, Ok, = 005 — * 


Die Perpendikel in %, und %,, auf dem Durchmesser 4B stehend, 


und gleich ist 








a EEE 


werden daher den Kreis in Eckpunkten des gesuchten regulären 
Siebenzehnecks treffen, dessen erste Ecke 4 ist. 

Die drei ähnlichen quadratischen Gleichungen lassen sich nun 
in ganz gleicher Weise. behandeln, wenn wir nur an Stelle von 
f und f, successive /, und f,, /, und f,, f, und f treten lassen. 
Verfahren wir sonst genau wie zuvor, so erhalten wir auf dem, 
von C abgewendeten Halbkreise neben den Punkten 4, und 4, 
noch sechs andere, von denen aus man zu allen sechszehn, von 
A verschiedenen, Ecken des Siebenzehneckes gelangt. 

3. Es bleibt jetzt nur noch übrig, die einzelnen Gonstruc- 
tionen zu einer möglichst compendiösen Vorschrift für die auszu- 
führende Zeichnung des regulären Siebenzehnecks zusammenzu- 
fassen; diese würde folgendermassen lauten®): 

In einem Kreise mit dem Radius 1 sind zwei zu: 
einander senkrechte Durchmesser AB, CD gezogen; 
in C und D werden Tangenten an den Kreis gelegt, 
auf der Tangente in C nach rechts das Stück Ce, nach 
links das Stück C% gleich dem doppelten Kreisdurch- 
messer abgetragen, auf der Tangente in D wird nach 
links das Stück DJ gleich dem Radius und ebenfalls 
nach links das Stück Da gleich dem doppelten Kreis- 
durchmesser abgetragen. Sodann zieht man cd, wel- 
ches den Kreis in E und Z, trifft, sodass die Punkte 
d, E, E,, ce auf einander folgen; man zieht DE, DE, 
welche die Tangente in C in e und g, treffen; ferner 
möge cJ den Durchmesser CD in p schneiden, dann 
werden die Verbindungslinien ep und &p den Kreis 
in den Punkten F, F, und _F,, F,, in der Reihenfolge 
&e, F,p, F,unde,, F,,p, F, treffen; die vier Strahlen’C#, 
CF,, CF,, CF, treffen die Tangente in D in den vier 
Punkten:f, fi, %, f, die vier 'Strahlen’ D7, DEEDEn 
DF, die Tangente in C in den Punkten 9, 9,, 95, 93, 
die vier Strahlen 'kf, kf,, kf,, kf, den Durchmesser 
CD in den Punkten 9, 9, 9, 93. Man ziehe die vier 
Verbindungslinien 99, 9,9% 9293, 939, welche dem 


*) Es erschien nicht nöthig, noch eine besondere Figur Jieser Con- 
struction beizufügen, da nach den vorhergehenden Betrachtungen es 
Jedem leicht sein wird, dieselbe selbst herzustellen. 


Te 


Kreise in den vier Punktpaaregn HA, H,; H,, H,; H,, H,;; 
H,, H, begegnen; die acht Strahlen CH, , CH,,.... CH, 
treffen den Durchmesser AB in den acht Punkten %,, 
ky,... Ay, und endlich schneiden die, auf 4Bin diesen 
Punkten‘ errichteten Perpendikel den Kreis in 16 
Punkten, welche mit dem, nach links liegenden End- 
punkte 4 des Durchmessers die Ecken des, dem Kreise 
einbeschriebenen Siebenzehnecks bilden. 

Diese Construction weicht nur in einigen ünwesentlichen 
Punkten von derjenigen ab, welche v. Staudt im 24, Bande des 
Crelle’schen Journals pag. 251 ohne Beweis mitgetheilt hat, und 
von der, wie es scheint, kein Beweis veröffentlicht ist, vielleicht 
deshalb, weil ein leicht erkennbarer Druckfehler (in der zweiten 
Zeile statt P zu setzen D) von der Ausführung der Construction 
abgeschreckt hat. Bei v. Staudt’s Auflösung werden bei der zu 
Grunde liegenden quadratischen Gleichung die reciproken Wertlie 
der Unbekannten eingeführt, was die Gleichungen 


% 


1 1 1 
Deilirder , Da 
BER, REN 
De De 4Dd 
ergiebt, und bei Anwendung dieser Formeln müsste für die Con- 
struction der ersten quadratischen Gleichung Dd=—1, Cc=16 
gesetzt werden, wie es bei v. Staudt der Fall ist; in ähnlicher 
Weise modifieirt sich die Construction der übrigen quadratischen 
Gleichungen. Die hier mitgetheilte Construction dürfte sich in 
practischer Beziehung mehr empfehlen, weil sie ein kleineres 
Operationsfeld beansprucht. (Diese Mittheilung des Hrn. Schröter 
wird nächstens auch im Grelle’schen Journale erscheinen.) 


Achte Vorlesung. 


Algebraische Auflösung der Hilfsgleichungen. Die Resolvante 
und ihre Eigenschaften. 


1. In dieser Vorlesung soll gezeigt werden, dass die Hilfs- 
gleichungen, auf welche wir in der 6. Vorlesung die Gleichung 
X == 0 redueirt haben, und welche zur Bestimmung der Perioden 


en 


von kleinerer Gliederzahl mittelst der Perioden von grösserer 
Gliederzahl dienten, ebenso wie die Gleichung X = 0 selbst al- 
gebraisch auflösbar sind. Verständigen wir uns hiezu vor Allem 
darüber, was unter algebraischer Auflösung zu.verstehen sei. 
Man nennt eine Gleichung algebraisch auflösbar, 


wenn ihre Wurzeln aus den bekannten Grössen gebil- 


det werden können, indem man ausser den rationalen 
Operationen allein dieOperation der Wurzelausziehung 
benutzt. Der Ausdruck ihrer Wurzein wird also eine gewisse 


Anzahl von Radicalen enthalten von der Form W = VT, worin 
T eine rationale Function der bereits bekannten Grössen und 
daher selbst als bekannt anzusehen ist; W dagegen ist bestimmt 
als Wurzel einer reinen Gleichung, nämlich der Gleichung &”—=[T. 
Hieraus ist ersichtlich, dass die Wurzel einer algebraisch auflös- 
baren Gleichung bestimmt ist, wenn man eine gewisse Anzahl 
von reinen Gleichungen aufgelöst hat, oder dass jede algebraisch 
auflösbare Gleichung auf reine Gleichungen zurückgeführt werden 
kann. Umgekehrt, wenn es möglich ist, eine Gleichung auf reine 
Gleichungen zu reduciren, so wird sie algebraisch auflösbar sein. 

Nun haben wir gefunden, dass diejenigen e Perioden, welche 
eine der f-gliedrigen zusammensetzen, einer Gleichung vom Grade 
e' genügen, deren Goefficienten lineare Functionen der /-gliedrigen 
Perioden sind. 

Letztere sollen als bereits gefunden vorausgesetzt und dann 
soll gezeigt werden, dass jene Gleichung e’* Grades auf reine 
Gleichungen desselben Grades zurückgeführt werden kann. Dazu 
genügt die genauere Untersuchung eines Ausdruckes, auf dessen 
Wichtigkeit für die Auflösung der Gleichungen zuerst Lagrange 
aufmerksam gemacht hat*), der sogenannten Resolvante. 

Dieselbe hat hier zum Ausdrucke: 


re A ne a 
worin & eine Wurzel der Gleichung x’ = 1 sein soll, und ent- 
hält offenbar nur diejenigen e’ Perioden von f’ Gliedern, welche 
die-Periode n, zusammensetzen, da z. B. die Potenzen 


sr yge® pgree noV. er 
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*) Lagrange, in den Abhandlungen der Academie zu Berlin, von 
den Jahren 1770 und 1771, sowie in seinem traite de la resolution des 
equations numeriques. 


wegen der Gleichungen: 


ae u are al ee af —De' — ] 


denselben Coefficienten haben. Wir wollen sie mit (&, 7’,) be- 
zeichnen also setzen: 
' , [4 [4 ar , 
) my en tan te nat... taten 
sehe / P . r ‚ 
Ersetzt man hierin r durch 79°, so gehen die Perioden Dee 
! . ’ [4 [4 
N2e, + « N (ee IN Na» Nantes Nnt2es -- - Mh (e'- he über; der 
aus (1) hervorgehende Ausdruck kann also passend mit (e,,) 
bezeichnet werden, da er aus n', ebenso entsteht, wie («, n',) 
aus 7,9. Für A=e findet man so leicht als fundamentale 
Eigenschaft der Resolvante die Beziehung: 
‚ Y 
(2 le, ne) = an! . (a, N9), 
0 
aus welcher sich allgemeiner für jeden Werth von A: 
’ 2er) [4 
(3) (&, Me) = at. (@, Wo) 
sowie die Gleichung: 
f3 ’ [4 ’ 
(4) (@, Mr) = (&, No)“ 
d. i. der Umstand ergiebt, dass (@, 7,“ bei der Substitution von 
r9° statt r sich nicht ändert. Nach Nr. 5 der 6. Vorlesung ist 
also die e’“ Potenz der Resolvante eine lineäre Function der f- 


gliedrigen Perioden, deren Co6fficienten ganze und ganzzahlige 
Funetionen von « sind. Wenn man daher annimmt, die Gleichung 
(5) a1 
sei bereits aufgelöst, sodass « zu den bekannten Grössen zu rech- 
nen ist, ebenso wie die /-gliedrigen Perioden, so wird die e“ 
Potenz der Resolvante ebenfalls als eine bekannte Grösse anzu- 
sehen sein, die wir mit T bezeichnen wollen; die Resolvante 
selbst dagegen bestimmt sich als eine Wurzel der 
Gleichung: 
(6) 2e—T. 

Nun scheint es fraglich, welche Wurzel dieser Gleichung 
man für («, 7,) zu wählen hat, indessen überzeugt man sich 
leicht, dass man eine beliebige dafür annehmen darf, wenn unter 
& eine primitive Wurzel der Gleichung (5) verstanden wird. In 
der That sind einerseits die Grössen: 


(7) (@, Yo)» (@, ale ... (@, N (ee) 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung (6), denn sie haben erstens 


ee Re 


gleiche e’“ Potenzen und sind zweitens unter einander verschie- 
den, weil sie sich nach Gleichung (3) wie die, unter einander 
verschiedenen Potenzen 1, a=!, a”?,... a verhalten. 
Andererseits ist, sobald die /-gliedrigen Perioden bestimmt sind, 
r noch insoweit willkürlich, als es eine beliebige der Wurzeln 
derjenigen Periode bedeutet, welche mit n, bezeichnet wird. Ist 


5 . Fer . 2 —1)e 
aber eine derselben r, so sind die übrigen: r9°, »9”, ... le 


. 2 2e . . 
und indem man v9, 797, successive statt r wählt, geht 


(«, u) successive in (@, 7), (@, Ya), ... über, sodass man in 
der That durch passende Wahl von r eine bestimmte Wurzel der 
Gleichung (6) einer beliebigen der Grössen (7) z. B. also («, »',) 
gleichmachen.. kann. 

2. Hat man den Ausdruck («, 7,) bestimmt, wäh- 
rend «@ eine primitive Wurzel der Gleichung (5) be- 
deutet, so ergiebt sich der ähnliche Ausdruck (e”, 7) 
für jeden Werth von n, indem er rational durch jenen 
ausgedrückt werden kann. Denn ersetzt man einerseits in 
der Gleichung (2) « durch «* und erhebt ‘andererseits diese 
Gleichung in die (e — n)“ Potenz, so findet man die Gleichungen: 

(2°) a", m) = ar”. (at, 7) 

(e,n.) = or. (a, no)” 
und durch deren Multiplication: 

(8) (0*, 7.) . (e, 7." = (er, m.) . en.) * 

d. h. der Ausdruck (a*, »',) . (@, 7/,)°* hat wieder die Eigenschaft, 
ungeändert zu bleiben, wenn man r durch r9° ersetzt, und ist 
folglich eine lineare Function der f-gliedrigen Perioden mit Coef- 
ficienten, die ganze und ganzzahlige Funclionen von « sind. Wird 
diese, als bekannt zu betrachtende Function durch 7, bezeichnet, 
so ergiebt sich: 

7 

(9) (e*, 70) = IM (a, no)” 

Noch findet man, wenn man « durch die Einheit ersetzt, 
(1, 7.) gleich der Summe derjenigen Perioden, welche die Pe- 
riode n, zusammensetzen, d. i. die Formel 

(10) 1,7) = m. 

Hiernach kann man folgendes System linearer 
Gleichungen aufstellen: 


SALE 
tn tNnet--- Nee lt n)=M 
no ten. tamet... + a!. Nena, N" )=VT 


‚ DR, ‚ ’ ’ ‘ ’ T. lfirees b) 
PER nk a rn rn a 10 127 


Note tn tee dd, ng. +... + ee De Ddye_ne 
a ‚ EI VE 
Fa (a* er N 0) = (vr % 


deren Auflösung unmittelbar die Perioden 7,, We, -.- 
N(e—ye durch bereits bekannte Grössen ausgedrückt 
liefert. Es ist nur nöthig, eine derselben, z. B. n’, zu be- 
stimmen, da alle übrigen f-gliedrigen Perioden, wie in Nr. 9 
der 6. Vorlesung erwähnt ist, rationale Functionen derselben sind *). 
Man findet », durch Addition aller Gleichungen (11), da für jeden 
der Werthe A =1, 2, 3, ... e — 1 die Gleichung 


1 +o® +... +. — 0 
besteht (s. Vorlesung 3, Gleichung (8)), also die Perioden %'., 
M2es » + Nie—1)e aus der Summe verschwinden. So kommt denn: 


(12) 5 (a Ho ua el, ",)) 

RAR T, Zuldde 
mt Hr. +], 
wo nach Nr. 1 für VT irgend ein Werth dieser e“* Wurzel ge- 
nommen werden darf. Da es solcher Werthe genau e” verschie- 
dene giebt, hat der Ausdruck (12) ebensoviele Werthe, welche 
die e' Perioden n9, Ne» Naes - - - Nie_ne repräsentiren. Die 
Formel (12) lehrt, was gezeigt werden sollte, dass die 
Gleichung vom Grade e’, welcher die Periode 7, ge- 
nügt, auf diereinen Gleichungen (5) und (6) desselben 
Grades zurückführbar ist. 

Jedoch bleibt hier ein Einwand zu beseitigen, welcher gegen 
die Allgemeingültigkeit der soeben gegebenen Methode zur Be- 
stimmung von n', gemacht werden könnte. Geschähe es nämlich, 
dass 7, oder, was dasselbe ist, dass («, ',) gleich Null würde, 





*) nämlich ohne weitere Auflösung einer Gleichung höheren als 
des ersten Grades nach der ebds. in Nr. 7 angegebenen Methode ge- 
funden werden können. Ä 


2 


so müssten die sämmtlichen Ausdrücke 7, nach Gleichung (8) 
ebenfalls verschwinden, und deshalb würde die Formel (9) die Aus- 
drücke («*, n',) unter einer unbestimmten Form liefern. Es ist also 
zur Ergänzung des Vorhergehenden nothwendig, nachzuweisen, 
dass 7 niemals den Werth Null erhalten kann. Dies ergiebt sich 
aber als eine einfache Folgerung aus dem in Nr. 7 der 5. Vor- 
lesung bewiesenen Kronecker’schen Satze. Denn, bedeutet 


(15) Fr, =D 


die Gleichung für die-primitiven Wurzeln der Gleichung (5), so 
kann die Gleichung (&, n',) = 0 als eine solche aufgefasst werden, 
welche eine Wurzel » mit der Kreistheilungsgleichung gemeinsam 
und ganze und ganzzahlige Functionen einer Wurzel der Gleichung 
(13) zu Coöffieienten hat. Da hiernach die beiden Gleichungen: 


e,17)= 0, M!+-r2—...+r+1=0, 


von denen die erste mittels der zweiten unter den (p — 2)” Grad 
erniedrigt angenommen werden kann, zugleich bestünden, müssten 
die beiden Functionen, welche ihre linken Seiten bilden, einen 
gemeinsamen Theiler haben, dessen Coöffieienten nothwendig 
rationale und ganzzahlige Funetionen von « sein würden. Einen 
solchen Factor lässt aber die zweite Function nach jenem Satze 
nicht zu, folglich muss 7 von Null verschieden sein. 


3. Da T im Allgemeinen ein complexer Werth, also von 
der Form 


R(cosg + i sin ) 


sein wird, worin R positiv genommen werden darf, so erhalten 
wir 


(@, nn De R(cos 107) + N sin 9’) 
14) ) ii | | 
= | (@, 7) =VR. (eos ee —+ sin re) 


in welcher letzten Formel unter VR der positive Wertli dieser 

Wurzel zu verstehen ist. Beachten wir nun, dass «1, =! resp. 

zu &, r die conjugirt imaginären Werthe sind, sowie dass durch 
ehe 

die Substitution von r1 d.i. v9” statt » die Perioden n/,, 


‚ ‚ . [4 . 
Nies TEN RETNG, übergehen, 
u Re +e —He'-)e Br 


[4 


2 fg karl 
so wird auch (o 2 Hm) zu (&, n',)conjugirt imaginär sein, und 
die Gleichung (14) folgende Gleichung: 
( ; a = R(cosg —isin p) 
a 


und, wenn sie mit dieser multiplieirt wird, die nachstehende: 


(15) [® no): (e Ha) — R? 


2 
liefern. Unter Anwendung der Gleichungen (2) und (2a) aber 
ergiebt sich 
(e,ne)- (© n )- (&, mo) - (= u =) 
p—1 0 p—1 
ae | 677 
also ist («, 7',) - (3 1.) wieder ein Ausdruck, der bei der 
| IF 
Substitution von r9° statt r sich nicht ändert, dessen Werth also 
als eine bekannte Grösse anzusehen ist, welche mit U bezeichnet 
werde. Hiernach liefert die Gleichung (15) die Beziehung: 
e )— Pier 
+VYR=+YU, 
wo das Zeichen —- andeuten soll, dass auf beiden Seiten der posi- 
tive Werth der Wurzel zu nehmen ist, und man findet aus (14): 


(16) (@, 7 0) = + VV. (eos Zum + isin p 2) 


während für A irgend eine der Zahlen 0, 1,2,.... e’—1 gewählt 
werden darf. 

Da nun n', vermittelst der Formel (12) rational durch («, n',) 
und durch bekannte Grössen ausgedrückt worden ist, so ergiebt 
sich der Satz: 

Die Gleichung e“* Grades, deren Wurzel n', ist, 
wird aufgelöst, indem man die Gleichung «<—=1 aul- 
löst, einen Winkel, der dann construirt werden kann, 
in e’ gleiche Theile theilt und aus einer bekannten 
Grösse die Quadratwurzel zieht. 

4. Die vorigen Betrachtungen können auch dazu 
dienen, die Perioden irgend einer Gliederzahl direct 
zu finden, d. i. ohne erst vorher die Perioden von 
srösserer Gliederzahl, welche aus ihnen zusammen- 
gesetzt sind, bestimmt zu haben. In der That, setzen wir 


1,e, f resp. an Stelle von e,e’, f, so wird die angegebene Me- 
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thode uns die ef-gliedrigen Perioden durch die Coäfficienten der 
Kreistheilungsgleichung selbst ausgedrückt liefern. Alles kommt 
nach dieser Methode darauf an, die Resolvante: | 
N) mt en + ent .... + ein, 

in welcher « eine primilive Wurzel der Gleichung «=° = 1 be- 
deutet, zu bestimmen. Denn durch ihren Werth können die ähn- 
lichen Functionen .(a?, 29), (&°, No)» » » » - (&°, nu) nach Formel (9) 
rational mit Hilfe bekannter Grössen, zu denen die Wurzel « ge- 
rechnet wird, ausgedrückt werden, und wenn man («, n,) und 
diese Functionen bestimmt hat, so liefert die Formel (12) sofort 
für n, den Br 


1) m= (1,n)+(&,n) +; m). Fler; n)): 
in welchem 
%n) Nm FM hie N 


ist. Der Werth von («, n,) selbst aber ist als Wurzel einer reinen 
Gleichung e“” Grades: 


(18) e—s®R 


bestimmt, worin T durch bekannte Grössen, nämlich ausser durch 
ganze Zahlen allein durch die Wurzel «, rational ausdrückbar ist.- 


Um nach dieser Methode die Kreistheilungsglei- 
chung selbst direct aufzulösen, muse=1, e=p-1l, 
f = 1 angenommen und die Resolvante 


1) )=r+torr +or® + ....4 02, ra, 
in welcher ® eine primitive Wurzel der Gleichung 


xp — 1 bedeutet, bestimmt werden. Sie ist aber Wurzel 
einer reinen Gleichung vom Grade » — 1 von der Form: 


(20) a. ul, 


wenn unter 7 eine durch ganze Zahlen und ® rational bekannte 
Grösse verstanden wird. Ist (or) durch Auflösung dieser Gleichung 
gefunden, so ergeben sich die Functionen (»%, r) für A=2,3,....p—2 
als rationale Functionen von (wo, r) nach Formel (9), und end- 
lich die Wurzel der Kreistheilungsgleichung nach For- 
mel (12) vermittelst folgender Gleichung: 


(Bi) nr —— ((1,r)-+(o,r)+(0&,r)+.... (0-3, r)). 


U 


Für diesen Fall geht der letzte Satz der Nr. 3 in den fol- 
genden über: 

Um die Kreistheilungsgleichung aufzulösen, hat 
man nur nöthig, die Gleichung a?12=1 aufzulösen, 
einen Winkel, welcher dann construirt werden kann, 
in o—1 gleiche Theile zu theilen, und ans einer be- 
kannten Grösse die Quadratwurzel zu ziehen. Diese 
Grösse ist »p, wie nachher gezeigt werden sell. 

Wenn man % in dem Ausdrucke (®*,r) die Reihe f, 2/, 3f, 

.. (e—1)f durchlaufen lässt und bemerkt, dass ® eine pri- 
mitive Wurzel der Gleichung x° =1 ist, welche an Stelle von 
& genommen werden kann, so nimmt der Ausdruck (®%, r) successive 
die Werthe («, n,), (&, 99), - - - . (&°!,n,) an. Man hat also offen- 
bar allein den Werth von (wo, r) zu bestimmen, um alle Elemente 
zu erhalten, welche zur Auflösung der Kreistheilungsgleichung 
sowie der Periodengleichungen, d. i. derjenigen ganzzahligen 
Gleichungen, welche die Perioden direct finden lehren, ausser den 
bekannten Grössen nothwendig sind. 

Alleskommt daher darauf an, dieBerechnung des 
Werthes von (or) zu ermöglichen, und zu diesem Zwecke 
für den hier vorliegenden Fall: n=1, de =p-—1, f=1 die 
Zusammensetzung der mit 7T und T,„ bezeichneten Ausdrücke 
näher zu untersuchen. 


5. Hierzu führen die folgenden Betrachtungen. 
Mit Anwendung des Summenzeichens kann man schreiben: 
Rzg—2 
(22) (of, n) = mtr, nd. 
—0 
Wenn aber u den kleinsten positiven Rest von 9* (mod. p) be- 
deutet, so ist A = ind. u und die in 9* — pin multiplieirte Po- 
tenz von o gleich @* ind.“ ; ferner erhält u die ganzzahligen Werthe 
1,2,3,..:..2—1, wenn A die Werthe 0,1,2,.... po —2 durch- 
läuft. Indem man also nach steigenden Potenzen von r ordnet, 
kann man auch schreiben: 


22a) . (0”, r) De insg, 


Für k = 0 liefert diese For: 


(23) I Se ae ne a Be 


6* 
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Wendet man die Gleichung (2a) auf den vorliegenden Fall 
an, so wird die fundamentale Eigenschaft der Resol; 
vante (wo, r) durch folgende Gleichung: 

(24) (0%, 70) = o#.. (of, r) 
ausgedrückt, aus welcher sich, wenn A = f, also @/ = « eine 
Wurzel der Gleichung x = 1 und (w/, r) = («, n,) ist, durch 
Erhebung zur e“* Potenz die Gleichung: 

(of, 7) = (af, r)‘ 
oder: 
(25) | (& 1)” = (&, m), 
also, in Uebereinstimmung mit der im Vorigen entwickelten Theorie, 
schon (e, n,)° als eine bei der Substitution von 79 statt r unver- 
änderliche und deshalb durch die bekannten Grössen ausdrückbare 
Function ergiebt; während, wenn A = 1 gesetzt wird, aus (24) erst 
(26) (0, "= (0, PT, 


d. i. erst die (» — 1)‘ Potenz der Resolvante rational bekannt wird. 
Um aber diese Potenzen und damit die reinen Gleichungen, 


von welchen die Resolvanten abhängen, wirklich zu bestimmen, 


wollen wir das Product 

(0*, r) . (w*, r) 
entwickeln, indem wir unter Ah, k zwei solche ganze Zahlen ver- 
stehen, deren Summe durch p — 1 nicht theilbar ist. Nach For- 
mel (22a) wird man dies Product als eine Doppelsumme schrei- 
ben können, wie folgt: 


u=p—1l u—p— 
[DR ir), Io%, 7) PFF> DD, aaa Bu Bu 


In derselben bilden en EI welchen derselbe Werth 
von u zukommt, die einfache Summe: 


rt . wrind.u+-kind. u 


Da nun, wenn u At ganzen Zahlen 1, 2,3, ....p2—1 durch- 
läuft, gleichzeitig das Product uw’ diesen Zahlen, wenn auch in 
anderer Ordnung, (mod. p) congruent wird, da ferner einander 
(mod. ») congruente Zahlen im Exponenten von r für einander 
gesetzt werden dürfen, und die Indices solcher Zahlen einander 


2, De 


gleich sind, so kann man offenbar den Summationsbuchstaben u 
durch ww ersetzen, wodurch, mit Benutzung der Relation (s. 
4. Vorlesung Nr. 10, 1)): 


ind. uw = ind. u + ind. u mod (p—1) 
jene einfache Summe die Gestalt: 
R=p—1 
wAind.ut(k+k)ind.u „A -Fu) u 
| n=1 
annimmt. Dann ergiebt sich zunächst: 
wW=p—1 u=p—1 
(0%, r) s (o*, r) Aad! rind. u+(A+k)ind.w , „A+tu) u, 
wi ul 
Beginnt man nun mit der Summation, welche sich auf w#” bezieht, 
‚so ist die einfache Summe: 
wW=r—1 
a hr ind. , „A+u)u' 
, wu=l 
zu bilden, wofür man aus Formel (22a), wenn man darin ri+t« 
statt r und A + % statt Ah setzt, folgende Gleichung findet: 


=p—1 


(27) Sala ‚rdtWu — (wRtR, rita), 
kl 
Unter den Werthen, welche u erhalten soll, ist nur einer, 
nämlich u=p— 1, für welchen 1+u durch p theilbar ist; diesem 
entsprechend wird der Werth der einfachen Summe gleich- 
(tk, 1) — 1 wrt% an at) L.... 4 PDA, 
d.i. (nach 3. Vorlesung, Gleichung (8)) gleich Null, daA--% nicht 
durch p—1 theilbar ist. Für die übrigen Werthe von # ist, da 
sich durch wiederholte Anwendung der Gleichung (24): 
(0%, 79”) Ka le ; (o*, r) 
oder auch: 
(243) (0%, rt) = wrind.”, (of, r) 
ergiebt, 
(Ark, ritu) — (Ak) ind. (I-+u) , (o*+%, r). 
Wird dieser Werth in die Gleichung (27) substituirt, so kommt: 
uw=p—1 
Dawn wit — whth) ind, IH), (mAtk, 7), 


k=1l 
wo der zweite Factor vom Summationsbuchstaben x völlig unab- 


RR 


hängig ist, also bei der nun auszuführenden Summation nach « 
als gemeinsamer Factor heraustritt, sodass man endlich findet: 


h k UZP—2 
(28) (o,r). (ar) _ cphind. u—(A+k) ind. (IH), 
(wir r) 
\ ud 
Der Quotient auf der linken Seite ist also eine 
ganze und ganzzahlige Function der Wurzel ® oder, 
wie man zu sagen pflegt, eine aus der Wurzel ® ge- 


bildete complexe ganze Zahl. 


Aus der Symmetrie des Quotienten in Bezug auf A und k 
folgt, dass die Summe auf der rechten Seite auch durch die 
andere: 

v—=»—2 
cp kind.» —(A-+k) ind. (149) 
vl 

ersetzt werden kann, wovon man sich auch leicht folgendermassen 
überzeugt. Man bestimme »v als die positive Zahl, welche kleiner 
als p ist und der Congruenz uv==1 (mod. p) genügt, so werden 
u, v gleichzeitig, wenn auch in verschiedener Reihenfolge, die 
Reihe der ganzen Zahlen 1, 2,3,....2—2 durchlaufen, denn 
für die Werthe von uw aus dieser Reihe erhält » verschiedene 
Werthe der Reihe 1, 2,3,.... p—-1 mit Ausschluss des letzten, 
welcher dem Werthe u„=p—1 entsprechen würde, und umge- 
kehrt. Da nun 


ind. «= — ind. v mod. (p—]1) 
ind. (1 u) + ind. v=ind. v+uv) =ind v—+1), 
also ind. 14 u) = — ind. v + ind. (1) 


ist, so ergiebt sich 
hind.u — (hR+k)ind. (1+u) = kind.v—(R+%)ind. (1-+v) mod. (p—1) 
und folglich die Gleichheit der beiden Summen. 

6. Die Formel (28) verliert ihre Gültigkeit, wenn k—= — h 
gesetzt wird, da dann die Summe A + % gleich Null, also durch 
p— 1 theilbar würde, Bildet man aber direct das Product 
(0*, r) . (o*,r), so findet man es als Doppelsumme; 

u=p—1l W—p— 
(0%, r). (0%, r) ex cr(ind.u -ind.u) , yutu, 
vi Wei 

Wenn man nun ganz so verfährt, wie in dem allgemeinen 

Falle, indem man für jeden stehenden Werth von u’ an Stelle 


an 


von « schreibt ww und darauf zuerst in Bezug auf w summirt, 


so erhält man: 
u—=p— wW—=pr—1 


(@*, r) Ä (0%, r) pi! nt „ rw) 
tt =] 
Y et 4 f 
Mn Ne u (rttu 4 ru) 4. \ 4 rPVdHe)), 
= 


So oft 1+u von p verschieden ist, bat die Summe in der 
Klammer den Werth — 1, nur für den einzigen Wer th u=p—1 
ist sie gleich „—1, folglich findet man: 


u—p—1 
(0, r). (@ a7 122 p. wrind. r—) —_ N 


a! 
Nun ist ind. (»—1) —_ und aus 
pa Laura 
ai (o : +1) (o 3 —1)—0 
folgt Bet 1, da sonst » nicht eine primitive (» — 1)” Ein- 


heitswurzel sein würde. Ist ferner % durch »—1 nicht theilbar, 


so ist die Summe offenbar gleich 
zn DL SER 
I+o Ho... oe — —_0, 
NEE 
weil, indem u die Reihe 1,2,3,....p—1, ind. « die Reihe 
0,1,2,....p—2 durchläuft. Man findet also, sobald A 


durch p—1 nicht theilbar ist, die Gleichung: 
(29) (»*, r) . (0%, r) = (— 1)* . p. 

Später werden wir auf diese wichtige Formel mehrfach zu- 
rückzukommen Gelegenheit haben; hier wollen wir sie nur be- 
nutzen, um durch Verbindung mit der Formel (24a) dem in Nr. 4 
gegebenen Versprechen zu genügen, Ersetzt man in (29) die 
Wurzel r durch r-1, multiplieirt die entstehende Gleichung }mit 
(29) und setzt A=1, so ergiebt sich: 

(@, 7) . (et, rt). (ent, rn). “ Or p% 
Hierin sind aber die beiden Factoren (wo, r) . (o=!, r!) und 
(0-1, r). (wo, r=!) einander gleich, wie leicht aus Si abzuleiten 
ist, und als Producte zweier ofanbar conjugirt imaginärer Grössen 
auch positiv. Zieht man also aus beiden Seiten der vorhergehen- 
den Gleichung die Quadratwurzel aus, so ergiebt sich: 


2 


a RR 


(0, r) . (amt, r) = p; 

das Product (o, r). (w-1, r-!) tritt aber genau an die Stelle der 
Grösse U, wenn die in Nr, 2 auseinandergesetzte Methode auf den 
Flle=1,=p—1,f=1Ü,d.i. zur Auflösung der Kreis- 
theilungsgleichung selbst angewendet wird. | 

7. Die Formeln (28) und (29) führen nun zu einer 
andernsehr wichtigen Formel, welche uns alle Ele- 
mente liefern. wird, deren man zur Auflösung der 
Kreistheilungs- und Periodengleichungen bedarf. 

Nehmen wir k=nkh, so wird die Summe auf der rechten 
Seite der Gleichung (28) eine ganze und ganzzahlige Function 
von o* oder, wie wir sagen wollen, eine aus 0% gebildete com- 
plexe ganze Zahl, die mit %,(o*) bezeichnet werden mag, sodass 
jene Gleichung die Form annimmt: - 


(30) (@*, r) . (@**, 7) = (a"tD%, r) . pn (@R), 

worin-wir voraussetzen, dass keine der drei Zahlen A, nA, (n—+1)Ah 
durch ? — 1 theilbar ist. Bildet man diese Gleichung für 
n=1,2,3....m—-1, multiplicirt alle entstehenden Gleichun- 


gen in einander und hebt die gleichen Factoren aus beiden Seiten 
heraus, so ergiebt sich die erwähnte Formel: 


31) (ern — (om, 7) (or) malor) or. Yun). 

Setzt man nun A=1, so darf man in der Gleichung (30) für 
n alle ganze Zahlen 1,2, 3,....p—3 wählen, ohne dass eine 
der Zahlen A, nk, (n+1)R durch p—1 theilbar würde; also 


geht aus der vorhergehenden Fundamentalgleichung 
die folgende hervor: | 


(32) (o, r)” = (w”, r) . y, (®) D, (@) .... %m-ı(®), 


welche für allem, diekleineralspa—1 sind, den Werth 


des Ausdrucks (@”, r) rational darch (@, r) und bekannte 
Grössen ausgedrückt liefert. 


Um die reine Gleichung zu finden, durch welche (o, r) selbst 
bestimmt wird, setze man m = p — 2, und verbinde die so aus 
(32) entstehende Gleichung: 

(, n)P? — (@PP, 7). 9(0) .92(@) . - . » Wp-3(0). 
durch Multiplication mit der Gleichung: 


(o, r) Lor®, n)= — p, 


RER ER 


welche für 3 = 1 aus (29) sich ergiebt, so entsteht die ge- 
suchte Gleichung: 


(33) (a, P1=—p.Y,(o) d,(o)...:%,_3(0), 
auf deren Auflösung alles Andere zurückkommt. 

Nun ist zwar in Nr. 4 bemerkt worden, dass («, n,) und 
die ähnlichen Functionen durch (wo, r) und bekannte Grössen aus- 
gedrückt werden können, und zwar geschieht dies ebenfalls mit 
Hilfe der Formel (32), wenn statt m die Werthe f, 2%, .... (e—1)f 
genommen werden. Indessen mag gezeigt werden, wie 
die Gleichung (31) dazu benutzt werden kann, auch 
die reine Gleichung (138) zu bestimmen, aus deren Auf- 
lösung die Function («, n,) direct erhalten wird. Setzt 
man A = f und @/ = «, so wird (w/, r) = («, n,). Die Formel (30) 
darf in diesem Falle angewendet werden, so lange keine der 
"Zahlen nf, (n+1)f durch p—1, folglich keine der Zahlen n, 
n-+-1 durch e theilbar ist; indem man also „ die Werthe 1, 2, 
3 ....e—2 durchlaufen lässt und mit der aus (31) sich er- 
gebenden Gleichung: 


(&, 0) = (en) «Wi la) Yale)...» Wwe-ale) 
die folgende: 
(& 70) - (et) = (— DV. p 
verbindet, welche unter denselben Voraussetzungen aus der Glei- 
chung (29) entspringt, findet man: 
(34) en =(—-1VY.p. Y (©) w.(e) .... Yale). 
Endlich giebt die Formel (31) unter denselben 


Voraussetzungen für alle Werthe vonm, welche kleiner 
als e sind, die Gleichung: 


(35) ee (no) ad lad la). mn (2), 
um direct durch (a, n,) dieähnlichen Functionen (e?, 9), 
(0°, 99) » » » - (a, n,) auszudrücken. 

Setzt man für die rechte Seite der Gleichung (33) zur Ab- 


kürzung wieder 7, und zerlegt den Bruch Far nach Gauss’ 
Disqu. arithm. art. 310 in Partialbrüche: 

SEE RN EIER 

EEE IR LE 


worin 9%, %,.... die verschiedenen, in p — 1 enthaltenen 


a Pro 


Primzahlpotenzen, n, m, m,, ..... positive ganze Zahlen bedeuten, 
von denen m < g°%, mı < 9%, ....ist, so kann man setzen: 


(36) or) = It". YImYTm..., 


und zwar darf bei jedem der hier auftretenden Wurzelzeichen 
nach Belieben einer der möglichen Werthe gewählt werden, da 
ihre Combination im Ganzen die p—1 verschiedenen Werthe 


von PYT ergiebt, unter welchen ein beliebiger nach Ende von 
Nr. 1 für (wo, ») angenommen werden darf. 

Weil nun alle Elemente der Auflösung, soweit sie nicht be- 
reits zu den bekannten Grössen gerechnet werden, rational durch 
(o, r) ausdrückbar gefunden worden sind, so werden ausser den 
Wurzelzeichen der Grade g%, 9%, . ... ., welche der Ausdruck (36) 
enthält, nirgends andere auftreten, als die bereits bekannten 
Grössen in sich enthalten. Diese sind aber ausser den ganzen 
Zahlen nur gewisse Einheitswurzeln. Deshalb werden überall 
nur solche Wurzelzeichen vorkommen können, welche 
Primzahlpotenzen zu Exponenten haben, indem auch 
jene Einheitswurzeln nach Nr. 6 der 3. Vorlesung durch solche 
von Primzahlpotenzgraden ausgedrückt werden können. 

8. Wenn-es theoretisch am Einfachsten ist, alle Resolvanten 
durch die einzige (wo, r) auszudrücken, und diese allein durch Auf- 
lösung einer reinen Gleichung zu bestimmen, so ist es doch, wenn 
man die Auflösung der Kreistheilungsgleichung auf die einfachsten 
Elemente zurückführen und dadurch, ausser einer weiteren Ein- 
sicht in die Natur der Einheitswurzeln, leichtere Ausführbarkeit 
der Rechnungen gewinnen will, vorzuziehen, einen umgekehrten 
Weg zu verfolgen. In Jacobi’s Vorlesungen über Zahlentheorie 
findetsich eine grössere Reihe dahin zielender Untersuchungen, deren 
Hauptresultate er auch in seiner Note: „über die Kreistheilung 
und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie *)“ mitgetheilt hat. Es 
mag hier genügen, eins derselben zu beweisen, welches sich in 
dem Satze aussprechen lässt: Um alle Resolvanten (w“%, r) zu 
bestimmen, reicht es hin, diejenigen zu finden, bei 


welchen ®” eine primitive Einheitswurzel von einem 


Primzahlpotenzgrade ist. Setzen wir, um dies zu erkennen, 


p—l=g".q“a....g° voraus und 


*)"In Crelle’s J. Bd. 30. 


i 








bedeutet dann m irgend eine ganze Zahl, welche kleiner als y—1 
ist, so kann man bekanntlich *) 


(87) m—n9+n9 + .-...t+ mp 2(P—1) 


setzen, während n,2,,....n; positive Zahlen bedeuten, welche 


resp. kleiner sind als 9%, 9,%,....9”, z aber eine positive oder 
negative ganze Zahl, Daraus. folgt zunächst, da ot —= 1 ist, 
(38) (m, r) ale BERATER PL r). 


Bezeichnen wir nun mit % (AR, k,o) den Ausdruck Bern, 
(0 "",r) 
welcher nach (28) eine ganze und ganzzahlige Function allein 
von o ist, wenn A+% durch p—1 nicht theilbar ist, so werden 
sich successive folgende Gleichungen: 
(0"P, r).. (w"P1, r) = Yy(nY, n, 9, 0). (a"PFRıpı, 7) 
(ar P Fri, r). (0”2®», r) —=vYp(npo-n, 94, N, 9 @) R (rP+RıPı Trapn, r) 


(a9 tm —1Ri-1, r) . (oil, 7) 


—=Yv(np-+...4n_19 1, nipi r). Ben erh Ze 
aufstellen lassen, aus deren Multiplication man mit Rücksicht auf (38) 


a P,r). (UP, r).... (wifi,r 
een 
findet, wenn unter P(®) das Product 
Ynp,n,9,,0) y (nP-+n,91,1592,0).... np .... + Ri-1Pi—1,n:P:,@) 
verstanden wird, welches eine gewisse ganze und ganzzahlige 
Function von ® allein sein muss, da die Summe der beiden ganzen 
Zahlen, welche in den einzelnen w-Functionen auftreten, wie leicht 
zu sehen ist, niemals durch a» —1 theilbar sein kann. 

Es sei nüun d= gt. gma,...g° “ der grösste ge- 
meinsame Theiler von m und p—1, so dass nach Nr. 4 der 
3. Vorlesung ®” eine primitive Einheitswurzel des Grades 
ger... ist, so lehrt die Gleichung (37), da 9,,9,.... Pi 
sämmtlich durch 9“ theilbar sind, dass die grösste den Zahlen 
n und p—1 gemeinsame Potenz von g gleich g*=“, der grösste 
gemeinsame Theiler der Zahlen np und p—1 gleich g"%. g,%....,”° 
sein wird, folglich ist @”P eine primitive Einheitswurzel des Prim- 


*) Vergl. Gauss Disqu. art. 310. 
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zahlpotenzgrades g°. Ebenso ergeben sich @"P1, .... o" "als pri- 
mitive Einheitswurzeln von den Primzahlpotenzgraden 9,%,....g;* 
resp., womit nach Gleichung (39) der behauptete Satz als richtig 
dargethan ist. 

Diejenigen Resolvanten (®*, r) aber, bei welchen 
@* eine Einheitswurzel vom Grade g“ ist, können fol- 
gendermassen gefunden werden: Setzt man in Formel (31) 
m = g, so geht durch Ausziehen einer g%” Wurzel die Gleichung: 


(40)  (w*, r) = Vy, (0%) . 9, (0%)... Wg-ı(@R) . (w*%, r), 


a—2 


und, wenn -man hierin ® durch @, @, .... 2” ” ersetzt, diefol- 
’ 


genden: 
(0%, ») = Ya, (oR) . 9, (0)... Wo (0%) . (Re, 7) 


a) | (An) = Vo (@R) w(oR) 90 (er). (ei 7) 


(or, ,) — Vy, (are)... Du (wr®?), (oral, 7) 


a—1 


hervor. Wenn man ferner in Gleichung (31) ® durch ©”, m durch 
q— 1 ersetzt und mit (rat, r) multiplicirt, so findet man, da 
ad Ag! — @N* , or"! und (w})e* — 1 ist, 
(ra, r)? Br (mr) IR ab, 2(arat N) | (wirt, r) i (o—rgatT!, r). 
Nun ist nach (29): | 
(what, r). (ha, r) = (— 1)r9°= 2 


folglich ergiebt sich eine letzte Formel: 





(42) (ee, 7) = V ya)... polo) (IE. 


welche, mit den Formeln (40) und (41) verbunden, durch a auf 
einander folgende Wurzelausziehungen vom Grade g den Ausdruck 
(o*,r) finden lehrt. 

Die 9—1 w-Functionen, welche in diesen Formeln auftreten, 
können sogar auf eine noch geringere Anzahl reduecirt und die 
Rechnung dadurch vereinfacht werden. Indessen scheint es mir 
nicht angezeigt, diese feineren Untersuchungen Jacobi’s hier zu 
reproduciren. *) 


*) 8. übrigens auch in Gauss op. Bd. II. disquisitionum circa 
aequationes puras ulterior evolutio, art. 16. 
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9. Dagegen müssen wir noch darauf eingehen, zu 
zeigen, wie die aus »* gebildeten complexen ganzen 
Zahlen %y,(»* in jedem Falle nach einem gleichblei- 
benden Algorithmus gebildet werden können. Ist »* 
eine primitive Wurzel der Gleichung x&° = 1, was z. B. der Fall 
sein wird, wenn A=f und p — 1=e. f angenommen wird, so 
erhält man, indem man wo? = « setzt: 

up—2 

D, («) Ar alad.u— (r+1)ind. (lu), 

Ki 
Da in dieser Summe für die Exponenten von « ihre Reste (mod.e) 
gesetzt werden dürfen, so braucht man nur für irgend eine pri- 
mitive Wurzel g vom Modulus p» die Indices von „u und 1--u für 
(die Werthe u=1,2,3....p—2 aufzustellen, ind. „— (n+-1) 
ind. (lu) zu berechnen, und einfach abzuzählen, wie oft unter 
den Resten von ind. „— (n+-1) ind. (lu) (mod.e) sich die Zah- 
len 0, 1,2,....e—1 befinden; nennt man diese Mengen resp. 
Ay Ay» - - - As, So dass 


(43) AAtTAtLbt:::: + 4A-nı =p—2 
ist, so ergiebt sich: | 
44) wo))= At Art AR -+....+ AıeT, 

Sei z. Be p= 61 und y,(e) zu berechnen, wo « eine pri- 
mitive Wurzel der Gleichung x’ = 1, also e=5 ist. Man kann 
g= 2 nehmen und erhält dann folgendes Schema zur Berechnung 
der complexen Zahl 

u=5J9 
v, (ed) — De ind. u—2ind. (I+A). 
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12:13, 14,010;9.16, 17, 718 190203 


8, 40, 50, 28, ‚4, 47, 13, 26, 24, 
BESUN, 4, E02 LAUNE TEN 











= 128 RE 7.8,29,18: IR 
ind. u — 0,1, 6, 2, 22, 7, 49, 3, 12, 23, 15, 
Ind ns. ind. ita>=18,.4,2,58. 548% 1,73, 4, 
(mod. 5) 5 
ne 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 
ind. u — 55, 16, 57, 9, 44, 41, 18, 51, 35, 
Inden Sind aa) = Aa 
(mod. 5) | 
en | 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 
| ind. a — 54, 56, 43, 17, 34, 58, 20, 10, 38, 
= Oh 


ind. «— 2. ind. (lu) 
(mod. 5) 


34, 35, 


30, 31, 32, 33, 36, 37, 38, 
20,920, D,€21,.48,.11,,14,259527; 
EB a a U RE Er 1a 210} 
50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 
45, 53, 42, 33, 19, 37, 52, 32, 36, 
EA, 20 De aellernd, 


2 Ton 


Aus der 3ten Horizontalreihe dieser Tabelle findet man durch 

einfaches Abzählen: 
4,1, y=12, ,—=6, 4, —=15, A, — 14 
also: | 
A+rAthkrArA—=5I 
der Gleichung (43) gemäss, und: 
Y,(e) =12 + 12« + 60? + 150° + 140. 

10. Die Prineipien zur directen Auflösung der Kreistheilungs- 
und Periodengleichungen, welche wir in Nr. 1—4 dieser Vor- 
lesung aus einander gesetzt haben, finden sich schon in Gauss’ 
Disqu. arithm. art. 560. Nach ihm hat Lagrange (in seinem 
traite de la resolution des equations numeriques 2° edition) den 
Gegenstand wieder aufgenommen und Gauss’ Methode zu ver- 
einfachen geglaubt, jedoch bemerkt Dieser in der bereits ange- 
führten Abhandlung im 2. Bd. seiner Werke mit Recht, dass. die 
Vereinfachung nur scheinbar sei und einen Uebelstand mit sich 
führe, welchen er selbst vermieden hatte. Die Zurückführung der 
Auflösung auf die Functionen w,(o®*) ist Gauss gleichfalls - be- 
kannt gewesen, wie aus dieser Abhandlung, welche zwar erst 
nach seinem Tode publicirt worden, aber bereits im Jahre 1808 
geschrieben ist, zu ersehen ist. Es muss jedoch bemerkt werden, 
dass lange vor der Publication dieser Arbeit Jacobi zu densel- 
ben Resultaten gelangt war, und sie sowohl in seinen Vorlesungen 
als auch in der in Nr. 8 erwähnten Abhandlung bekannt gemacht 
hatte. Die ersten Publicationen, welche die in dieser Vorlesung 
dargestellten Betrachtungen zum Gegenstand haben, rühren von 
Eisenstein und Gauchy her.*) 

Wir beschliessen diese Vorlesung mit der Berechnung einiger 
einfachen Beispiele. 

1) Stellen wir uns zuerst die Aufgabe, die Gleichung 


*) Eisenstein, Beiträge zur Kreistheilung in Crelle’s J. Bd. 27 
und Cauchy in seinem grossen me&moire sur la theorie des nombres 
in den M&m. de l’Acad. des Sciences,. vol. 17, Jahrg. 1840. Diese sehr 
inhaltsreiche Abhandlung Cauchy’s, deren Resultate grossentheils mit 
den von Jacobi erhaltenen übereinstimmen, ist vom 31. Mai 1830 datirt 
und in ihrem Hauptinhalt bereits im Jahre 1831 im Bulletin de Ferussac 
veröffentlicht worden. S. auch Lebesgue in Liouy. J. Bd. 19, demon- 
stration de quelques formules d’un m&moire de M, Jacobi. 
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a>—1 
x —]1 


= (0 





aufzulösen. Dazu wählen wir ® als primitive Wurzel der Gleichung 
x!t= 1, also = i, und bestimmen den Ausdruck (i, r), welcher 
nach Formel (33) durch Auflösung der reinen Gleichung 4 
Grades 
Brt=—5.%() Y() 
gefunden wird, während 
3 


3 
y,() — Dina eind.tn, %,(i) = Sa (+4) 
1 ı 


ist. Setzt man nun g=2, so findet man die Tabelle: 
| u=1,2, 3,4 
ind u sep ur 
ind. It W)=1, 3, 2 
ind. ae —2in. 1+-uW)=2, 3, 3 
ind.a—3ind.I+W)=1,0,1 


er re Dem er 
G‚r)=5.(1-+ 2. 
Ferner geht aus den Gleichungen (30) und (32) leicht - 
= (—1, r). y,(), also (1, = — v5 
Gr? = (ur). ll) 9), also (ir) = — (i, CH 


hervor, und endlich liefert daher die Gleichung (21) für die ge- 
suchte Wurzel den Werth: 


1 = V5 
r—4(- u nn v5 + (, r) & 1 ,]) 
welcher indessen, da nach leichten Reductionen 


fi, r)? Ci alte N — — (10 2y5) 


ı 


| (mod. 4) 


also 


gefunden wird, auch in folgender Gestalt geschrieben werden 
kann: 


1 = 
—4(-1 — y5+:Y 102%), 
in welcher er bis auf das willkürliche Vorzeichen von Y5 mit 


dem in der 7. Vorlesung gefundenen übereinstimmt. 
2) Zweitens soll für den Fall »y = 11 die reine Gleichung 


AH N ER 


5ren Grades, durch welche die zweigliedrigen Perioden bestimmt 
werden, aufgestellt und die Ausdrücke dieser Perioden angegeben 


werden. — Indem man unter r eine Wurzel der Gleichung 
at — 1 
Me ZN 
«X er 1 


unter 79 N 99, 93, N, die zweigliedrigen Perioden, unter & end- 
lich eine primitive Wurzel der Gleichung x° = 1 versteht, wird 
die 5 Potenz des Ausdruckes 
em tem tem ten tern, 
nach Formel (34) mittels der Gleichung 
(90° = 11.9, (e) 5 (a) ;(«) 


gegeben, während E 


Y, («) — DEE 


1 


9 
ab, (e) = Si ee WER Ban aa 


4 1 
9 


9 
Y; («) Bee NT „ind. u—4ind. (iu) — niit 
1 


sind. Für die primitive Wurzel g = 2 findet man folgende 
Tabelle: 
1109.34: 5,6,7,8,9.10 
InleuI00:98-2,. 4.350, 72936, 8 
ind. EZ) = 158, 34, 9,7,8,6,5 
ind. va + ind. 1+u)=1,4,0,1,3,1,0,4, 1) 
ind. # 4 2 ind. (1 + u) = 2, 2, 2, 0, 2, 3, 3, 0, 1\ (mod. 5), 
ind. a — 2ind. 1+ uw =3,0,4,4,1,0,1,1, | 


nach welcher man die Functionen %,(e), %,(«), %,(«) berechnen 
kann. Mit Hilfe der Gleichung 


At ta+1=0 
erhält man } 


»(e)—=2 +4 + 0a + 20 —= 20 — 20? — 0? 
(45) !p,(e)=2-+a-+4a? + 20 — — a + 20 — 20t 
»%(e) = 2 + Aa + a? + 20? = 20 — 20? — 0? 
also auch 
(46) ı,(e) w,(e) = 10a + 60? + 120° + 3a? 
7) wlo) Anke) yle) = 6a + Ale? + 1600 4 2604 


Nach dem letzten Werthe wird die gesuchte Gleichung die 
BACHMANN, Lehre d, Kreisth, i 


a 


folgende sein: 
(48) (@, 7)? = 66« + Abla? + 1760? + 286 0%. 
Nach Auflösung derselben, welche zu bewerkstelligen bleibt, ist 
(«, n,) als bekannt anzusehen, und dann liefert die Formel (35) 
diese Gleichungen: 
| w2 w: : wi 

EM Te 
in denen W zur Abkürzung für (&, n,) geschrieben ist. 

Nun haben wir vorher für die primitiven Wurzeln der 

Gleichung x? = 1 den allgemeinen Ausdruck gefunden 


. 1 — 4 ey 
«4-1 y +5. V 0 2/5)» | 
aus welchem ohne Schwierigkeit durch Potenzirung die Gleichungen 
folgen: : 











a) 


Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichungen (45) bis (48) 
erhält man die folgenden: 


vo 4(1 595 +2:Y 10 — 25 +: 10-+2y5) 
Y, (&)%, 4 (3145754 zy 10—2yB +61Y 104275) 
vi lo) Yale) Yale) = 2 89 — 25Y5 — 20:// 10 — 2y5 
& — 35V 10-+ 2/5) 
Kl aa V (-9-2y5- »0:// 1027525: 104275), 


welche endlich in die Formel 
1 W? WW’ u} 
ei a1 I 1 2 Pe 
K al TFT yore) Te RONAC), 


einzusetzen wären, um den allgemeinen Ausdruck der zweiglie- 
drigen Perioden zu finden. *) 











*) Vgl. hiezu Gauss, circa aequat. puras ulterior evolutio, art. 13; 
Lagrange, resolution des equations numeriques, 3, edition, Note 14 
No, 24—36, 
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Neunte Vorlesung. 


Anwendung der Kreistheilung auf die Theorie der 
quadratischen Reste. 


Bis hierher haben wir ausschliesslich das Ziel verfolgt, die 
Aufgabe der Kreistheilung selbst und die äquivalente algebraische 
Aufgabe, nämlich die algebraische Auflösung der Kreistheilungs- 
gleichung, zu absolviren. Nur wo die Methode, welche zur Auf- 
lösung dieser letztern gegeben wurde, auf gewissen Eigenschaften 
der ganzen Zahlen wesentlich beruht, sind wir dazu geführt 
worden, die höhere Arithmetik in den Kreis der Betrachtung zu 
ziehen und als Hilfsmittel zu gebrauchen. Wenn aber die Kreis- 
theilung auf der einen Seite die Hilfe der Zahlentheorie in An- 
spruch nimmt, so erweist sie sich auf der andern Seite, wie nun 
in den folgenden Vorlesungen gezeigt werden soll, als eine sehr 
ergiebige Quelle, aus der eine grosse Reihe der schönsten Sätze 
jener Wissenschaft abgeleitet werden kann. Und eine so wunder- 
bare Wechselbeziehung findet zwischen diesen beiden Gebieten 
statt, dass dann wieder die rein arithmetischen Untersuchungen 
über die Natur der complexen Zahlen, welche aus Einheitswur- 
zeln gebildet sind, zur Erkenntniss von der wahren Zusammen- 
setzung dieser letztern, also_erst zur vollkommenen Lösung des 
uns gestellten Problems der Kreistheilung hinführen werden. 

-Von den Anwendungen, welche von der Kreistheilung bisher 
auf die höhere Arithmetik gemacht worden sind, betreffen die 
wichtigsten die Theorie der Potenzreste, mit welcher die Zer- 
legung der Zahlen in die Summe von Quadratzahlen in nahem 
Zusammenhange steht. Wir beginnen diese Untersuchungen mit 
der Lehre von den quadratischen Resten, schicken jedoch einige 
allgemeine Betrachtungen vorauf, - 


1. Wenn m eine relative Primzahl zu p ist, für 
welche die CGongruenz 
(1) a” = m (mod. p) 
eine Auflösung gestattet, so heisse m ein n“ Potenz- 
rest (mod. p), im andern Falle werden wir sagen, m sei 


Nichtrestvonp. Wir werden uns auf ungerade Primzahlmoduln » 
7* 


— 10 — 


und auf solche Fälle beschränken, in denen n ein Theiler von 

p—1 ist, auf welche die übrigen leicht zurückführbar sind. 
Bezeichnet u den index von m, so dass m = g“ (mod. p) ist, 

so ergiebt sich, wenn die CGongruenz (1) möglich ist, durch ihre 


— ten 
Erhebung zur — Potenz: 
p—1 


n 


M. 
1=g (mod. p), 





weil, wenn m nicht durch p theilbar ist, es auch x nicht sein 
kann; diese CGongruenz lehrt aber, dass u = ind. m durch » theil- 
bar sein muss, da g zum Exponenten » — 1 (mod. p) gehört. 
Umgekehrt, wenn dies der Fall und.u = nv ist, so findet man: 

m — (g”)" (mod. p) | 
d. h. m ist ein n‘“ Potenzrest von p. Hiernach sind unter 
allen incongruenten Zahlen 


re 
die folgenden: 





g”, 0 Te RR) 


n‘ Potenzreste (mod.p), alle übrigen Nichtreste. Die 
Anzahl der incongruenten n“ Potenzreste beträgt 


—1 F ’ 3 
daher I Die nothwendige und ausreichende Be- 


dingung dafür, dass m ein n“ Potenzrest sei, lässt 
sich offenbar auch durch die CGongruenz 
p—1 


(2) m " —= 1 (mod. p) 





aussprechen, welche nicht nur befriedigt ist, sobald der ind. m 
durch r theilbar ist, sondern auch umgekehrt diese Theilbarkeit 
_ erheischt. 

2. Wird speciell z gleich Zwei gesetzt, eine Zahl, welche 
stets Theiler von p— 1 ist, so heisst eine durch p nicht theil- 
bare Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest (mod. p), 
je nachdem die Congruenz 


&” = m (mod. p) 


möglich oder unmöglich ist, d.h. (nach Formel (2)), je nachdem 


die Congruenz 
p—1 


m” =1 (mod. p) 
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stattfindet oder nicht. Da nun für jede solche Zahl m der Fer- 


mat’sche Satz: 4 
mt —1=0 (mod. p) 
Zu ! 


SS 


erfüllt, also einer der Factoren m ? — 1, m? + 1, in welche 
mP—! — 1 zerfällt, durch p» theilbar sein muss, so wird jeder 
quadratische Nichtrest der Gongruenz 

p—1 


n’=— (mod. p) 


genügen müssen, wodurch wir zum folgenden (sogenannten 
Euler’schen) Griterium gelangen: 

Eine Zahl m ist quadratischer Rest oder Nicht- 

rest von p, je nachdem in der Congruenz: 
29-1 

(3) m” =-+1 (mod. ») 

das obere oder untere Zeichen zu wählen ist. 

Die Anzahl der (incongruenten) quadratischen Reste ist der 
der Nichtreste gleich, jene können durch die Potenzen 1, g2, 
2087, diese.durch .die' Potenzen 9, 9°, 9°... . gP 2 .dar- 
gestellt werden. 

Führen wir mit Legendre zur Bezeichnung des quadra- 
tischen Characterseiner Zahl m (mod. p), dem gemäss sie 
quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, das Symbol 


2) 
pP 
ein, das wir je nach diesen Fällen der positiven oder negativen 
Einheit gleichsetzen, so ist stets 
re BERN 
(4) m’ = (5) (mod. p). 


Gongruente Zahlen haben offenbar gleichen qua- 
dratischen Character, in Zeichen: es ist 


(5) \ — (5) wenn m = m (mod. p). 


Sind ferner m, m’ zwei gleiche oder verschiedene, durch p 
nicht theilbare Zahlen, so folgt aus den CGongruenzen: 
p—1 p—1 


3 Mm PR} m 
le a nod. 
m (G ) m ( = ) (1 P) 


die dritte: 


und folglich auch: 


mm N, 
pP) EP 


was, wie mit Leichtigkeit daraus folgt, dass beide Seiten einen 
der Werthe + 1 oder — 1 haben, und p von 2 verschieden 
vorausgesetzt ist, die Gleichung: 


oe 9-66) 


nach sich zieht, welche lehrt, dass das Produet aus zwei qua- 
dratischen Resten oder aus zwei quadratischen Nicht- 
resten stets ein quadratischer Rest, dagegen das Pro- 
duct aus einem Reste in einen Nichtrest immer ein 
quadratischer Nichtrest ist. Da wegen derselben Gleichung 
der quadratische Character eines Producte.s nur durch 
die Charactere der Factoren bestimmt wird, so können 
wir uns in der Folge auf die einfachsten Factoren, d. i. weil, 
sowohl positiv als negativ, gerade als ungerade vorausgesetzt 
werden darf, auf die drei Fälle: 


n=—1l, m=2, m=q 


beschränken, wo g eine von p verschiedene ungerade Primzahl 
bedeutet. Es handelt sich also um die Bestimmung der Werthe 
für die drei Symbole: 


GRORG) 


Der erste dieser drei Werthe ergiebt sich unmittelbar aus 
der Definition des Legendre’schen Zeichens oder aus der Con- 
gruenz (4), nach welcher 


5, er 

EN 2 
( D ) — (—1 (mod. p) 
oder vielmehr | 
TAN Ber Be 

(7) ER -— (1) 

gefunden wird. 
Hiernach ist —1lvon jeder Primzahl von der Form 
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An--1 quadratischer Rest, von jeder Primzahl von der 
Form An—-3 quadratischer Nichtrest. 

Zur Bestimmung des dritten Symboles dient ein berühmter 
Satz, der seiner eigenthümlichen Natur nach von Legendre als 
Reciprocitätsgesetz bezeichnet worden ist, während Gauss 
ihn in Hinsicht seiner grossen Wichtigkeit das theorema fun- 
damentale der Theorie der quadratischen Reste nennt. 
Er kann durch folgende Gleichung ausgedrückt werden: 

p—1l1 q—1 


ee Hr sE 
eo 9-0 
sagt also aus: dass die beiden Symbole (2). (7) gleichen 


Werth haben, wenn unter den beiden Primzahlen p, g 
wenigstens eine von der Form 4%+1 ist (wodurch dann 
der Exponent von —1 in jener Formel gerade, die Potenz gleich 
+ 1 wird), dagegen entgegengesetzten Werth, wenn 
beide Primzahlen die Form 4%-+-3 haben (denn in diesem 


Fall ist der Exponent => r z 








1 
ungerade). 


Derauf dasSymbol (+) bezügliche Satz soll als Ergänzungs- 
satz zum Reciprocitätsgesetze später durch Betrachtungen 
bewiesen werden, welche zwar dem Wesen nach den beim Be- 
weise des Reciprocitätsgesetzes zu benützenden ähnlich sind, aber 
passend mit einer andern Reihe von Untersuchungen in Verbin- 
dung gesetzt werden. 

3. Das Reciprocitälsgesetz ist zum ersten Male in voller 
Strenge von Gauss in den Disqu. arithm. art. 155 sqq. bewie- 
sen worden*). Diesem ersten Beweise, zu welchem Gauss erst 
nach angestrengtestem Nachdenken gelangt ist, wie er selbst er- 
wälnt, hat er’später noch fünf andere Beweise folgen lassen, von 
denen uns der 4°**) und 6%***) besonders interessiren, weil die 
Quelle derselben eine Formel aus der Kreistheilung ist. Auch 
alle später noch gegebenen Beweise gründen sich auf diese For- 
mel, selbst wo es nicht der Fall, vielmehr der Beweis ganz arith- 





*) Vgl. art. 151 ebd. 
*=#) Gauss, summatio quarundam serierum singularium in s. Op. 
Bd. II, pag. 11. 
***) Hbendas. p. 55. 
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metischer Natur zu sein scheint, wie derjenige, welchen Eisen- 
stein in Grelle’s Journal Bd. 27, pag. 322 mitgetheilt hat.*) 
Lebesgue hat in einer interessanten Arbeit**) diese verschie- 
denen Beweise in ihrem gegenseitigen Verhältniss geprüft, und 
wir wollen sie sogleich unter demselben Gesichtspunkte, wenn 
auch in mancher Beziehung von Lebesgue abweichend, be- 
trachten. 

Zunächst aber handelt es sich darum, die Grund- 
formel aus der Kreistheilung abzuleiten. — Gehen wir 
aus von der Formel: 





pe 
(Br >rakindıı ri 
et 
dh ; 
Kat i 1 2 ind 
und setzen A = video =-—1, ® — (—1jinda 
d. h. 1 oder — 1 sein, jenachdem ind. u gerade oder ungerade, 


also nach Nr. 2, jenachdem u quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist. Bezeichnet man daher mit «, ß resp. die quadratischen 
Reste und Nichtreste aus der Reihe 1, 2, 3,... (o—1) und setzt 


(9) (E 


so findet man: 
w -Ir- 3% 
@« ß 


oder, da be —=+-1 ist, jenachdem s quadratischer Rest oder 


Nichtrest von p ist, 
s=p—1 


11) s->(, ug 


sel 
Zunächst sei noch eine andere Form dieses Ausdruckes er- 
wähnt. Offenbar besteht die Gleichung: 


(12) 0-1 Eee HD 
se ee t fr ß 


*) Neuer und elementarer Beweis des Legendre’schen RSup = 
tätsgesetzes, 

**) Demonstration nouvelle et el&mentaire de la loi de r&ciprocite 
de Legendre, par M. Eisenstein, precedde et suivie de remarques 
sur d’autres dömonstrations, qui peuvent ötre tirdes du möme principe, 
in Liouville’s Journal Bd. 12. 
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da die Zahlen «,ß zusammengenommen die Reihe 1, 2,3,...p—1 
erschöpfen. Durch Addition dieser Gleichung zur Gleichung (10) 
und vermittelst der Bemerkung, dass zwei Zahlen s und p—s 
congruente Quadrate haben, da 

p—s)=p?— 2ps+s®?=s? (mod. p) 
ist, dass also die kleinsten Reste der Quadratzahlen 

4% 273. 2 (a 

(mod. p) die quadratischen Reste & und jeden genau zweimal lie- 
fern werden, ergiebt sich zuerst: 


(13) | s-1+2. I” 

sodann: z 
sep—l 

(14) S= $'r°, 


Führen wir noch die Bezeichnungen ein: 


Ra —U, Pi = P, 
ß 


& 


so nehmen die Gleichungen (10) und (12) die Gestalt an: 








(10a) U-V=S 
(12b) I+U+V/=0 
und ergeben: 
Petr 1-8, 
(15) U= sa Me 5 
Das Quadrat des Ausdrucks S ist sehr leicht zu ermitteln. 
Bent 
Denn do °” =»? ‚also 


ist, so liefert die Formel (29) der vorigen Vorlesung, indem man 


h —?—1 setzt, sofort die Gleichung: 

| Di: 

(16) 2—=(—1)” .p. | 
Hieraus folgt der Werth von S bis auf das Vorzeichen, 
nämlich 


) 


an 
(17) a En 
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aber zu entscheiden, welches Vorzeichen in dieser Formel zu 
wählen sei, ist nicht einfach, sondern erst den Bemühungen der 
grössten Mathematiker gelungen. Zunächst istklar, dass das 
Vorzeichen wesentlich davon abhängt, welche Wurzel 
der Kreistheilungsgleichung unter r verstanden wird. 
Denn, ersetzt man r durch »*, so geht S über in: 


er RE Dur 

. & ß ; 
Wenn nun k quadratischer Rest von p ist, so bilden die Zr Zah- 
len «@% ebensoviel incongruente quadratische Reste, stimmen also, 
von Vielfachen von p abgesehen, mit den Zahlen « überein, des- 
gleichen die Zahlen 8% mit den Nichtresten P, der neue Ausdruck ist 
daher gleich S. Wenn dagegen %k ein quadratischer Nichtrest von 
p ist, so werden die Zahlen «%. mit den Nichtresten ß, die Zah- 
len $% mit den Resten «, von Vielfachen von p abgesehen, über- 
einstimmen, die beiden Theile der Summe S also sich vertauschen 
und S in — S übergehen. Definirt man daher $; durch die 
Gleichung: 


(18) a De). 


so wird stets: 
(19) Se =) 
pP 


sein, wenn k nicht durch p» theilbar ist. 

Um demnach über das Vorzeichen in der Formel (17) zu ent- 
scheiden, muss vor Allem unter r eine bestimmte Wurzel ver- 
standen werden, und es soll hinfort stets, wo nicht das Gegen- 


theil bemerkt wird, 
Ir 


‚7 — 008” +isin = 
angenommen werden. Gauss hat seine oben citirte Abhandlung 
summatio etc. hauptsächlich zur Lösung der vorliegenden Frage 
geschrieben, während der Beweis des Reciprocitlätsgesetzes, der sich 
in derselben befindet, mehr beiläufig erhalten wird. Dirichlet*) 
hat dieselbe Untersuchung mittelst sehr feiner Betrachtungen aus 


*) Dirichlet, sur l’usage des integrales definies dans la somma- 
tion des series finies ou infinies, Cr. J. Bd. 17. 
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der Lehre von’den bestimmten Integralen geführt. Am Einfach- 
sten gelangt man zum gewünschten Ziele durch Betrachtungen, 
welche Kronecker angegeben hat*), und denen wir hier folgen 
wollen. 

4. Da nach Nr. 7 der 3. Vorlesung die Potenzen r?, rt, r6, 
.... PD alle Wurzeln der Kreistheilungsgleichung bilden, 
so ist | i 
(e—r?) (e—r!) .... (a —r?PD) = art tar 4... +xc-+1 
also für <=1: 

1— "(1 —r)....1- re) —=p, 
woraus sich durch Multiplication mit 


Ber es MN ar HM 
die Gleichung: 
Br Fr Feeir). or —rAN—p 
ergiebt. Da aber: 


Bear, ran nmA—rt — rn 
ri — r— rp—1 en rrH 


) 


ist, kann man jene Gleichung auch in folgender Gestalt schreiben: 
ir 
(Ir — rY(r— r).... (rm — RR)? —= (— 1) Bern 
Ist nun erstens py=4n--1, so ergiebt sich 
S 


I 1 (r2h— Be BER ph) — + Vp. 


Nach der über r getroffenen, Bestimmung ist 
2(2h—1)r 
p 


ah —_ pH — 9 
also 


p—1 


(21) 1 a rer — PRE ‚sin 7 ind. sh 09.7 


- 2m 4 ; —1 
=2 = Ye 1) Sins sine 2, Sin I 
p p p 


*) Kronecker, sur une formule de Gauss in Liouv. J., Bd. 1, 
2. serie. 
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wo rechts alle sinus positiv sind, da die Argumente derselben 


ri pi ae). 
kleiner als m bleiben; danun:”.. - )' = —1)’” —=1ist, 
so hat das Product einen positiven Werth, also ergiebt sich: 
pn 
HEIZEN 
(1 rAm—AyYp. 
| 


Ist zweitens y=4n +3, so findet man zunächst: 


Aa Ju 
an 2 


(nr! — he + ip. 
Al 
Durch dieselbe Transformation der Formel (21) jedoch ergiebt 
sich dies Product gleich 


a p—3 
TREE ED ga ' | 
>= 7.01) ein ssin 

p p pP 
pl. 2-3 
hat also dasselbe Vorzeichen wie ö 


erhält: 


2 N s 
—=:P72 —;, und mau 


pr 


h=— 


II (PR — et) + iYp. 


—4 
Demnach ist allgemein: 


p—1 
(22) (r— r!).(? — r73).... (rP2 =; ram ——t Va 1 


5. Nachdem dies bewiesen worden, kommt die vorher gestellte 
Frage darauf hinaus, ob in der Gleichung: 


(23) er We Dr IR IB: =. rp 2A) 
” P Az 


das Zeichen &, welches entweder + 1 oder — 1 sein muss, diesen 
oder jenen Werth hat. Diese Relation lehrt aber, dass die alge- 
braische Gleichung 


an, 


ie 


2 


Die — Die —:, (22° 1 — er Z2ac 
m 1 


a1 


mit offenbar ganzzahligen Coöfficienten durch die Wurzel r und 
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folglich durch alle Wurzeln der irreductibeln Kreistheilungs- 
gleichung befriedigt wird, die ganze Function auf der linken Seite 


also durch 
art ar? .... cc +1 
theilbar sein muss, und da der Gleichung auch durch z=1 
Genüge geschieht, so kann man setzen: 
a 


Der Diar—e. [er — pr +1) 
@& ß | ni 


— (a? —1) A+Bxe-+....4+ Kat), 
worin A, B,....K ganze Zahlen bedeuten. Für die Unbestimmte 
x setze man nun e?, also: 
En. 


(24) >, ne —E, II (ea) Ze, e(p—2%+H1)z) 
ß 


a el 

— (ee®? — 1) (A+ Be +.... + Kek?), 
und entwickle die Exponentialfunctionen in ihre Potenzreihen, 
dann müssen die Goefficienten gleicher Potenzen auf beiden Seiten 
übereinstimmen. Da nun | 


„ h m? z 
ee": —1-4mz + = + .... 
2 22 


1.22 „ee ' 

er —-1l-+nz + 2 Ei 
ist, wird die Differenz e*? — e”? die Gestalt haben: 

m—n)z(11+az-+....), 


weil in der Differenz der allgemeinen Glieder beider Reihen: 
ek Krske k 


Ra a ee er Yunck | 











der Factor 


m" — n® = (m — n) (m! + m! n-+....—4 mn! 4 mn!) 
also durch m —n theilbar ist. Hiernach enthält die Differenz 
e@A—1)z — ePp-2%+Vz den Factor (AR — 2 — p)z, folglich wird 
das Product auf der linken Seite der Gleichung (24) die Form 
annehmen: 

pl 


r—1l er { 


2 . [ [er 2.442 +...) 
N 





8 MO 


P—1 
Betrachtet man also den Coöfficienten von z ? auf den beiden Seiten, 
so ergiebt sich die Gleichheit: 





in welcher M, N gewisse ganze Zahlen sind, von denen sich so- 

viel ohne Weiteres aussagen lässt, dass die erstere durclr p theil- 
bar ist, weil es die Differenz e?® — 1 ist, und dass die letztere 
durch p nicht theilbar ist, da in ihr offenbar nur solche Primfac- 


2 R —1 
toren vorkommen können, welche in dem Producte 1.2.3..... nn 


. J 
enthalten sind. Man erhält daher aus jener Gleichung die nach- 
stehende Gongruenz: 





_p—1 
pi p—1 ss 


De z TR E = 2.1.2.3... 2. | 4% —2—») (mod p). 


@ "P F 1 





Ba 
. ’ . . 2 
Nun ist nach dem Euler ’schen Griterium & =-+1, 
p—1 er 
2 . 
"= —1 (mod. p), und die Anzahl sowohl der Zahlen « als 


r = —1 ; 
der Zahlen 8 beträgt u ferner ist: 


(4h—2 —p)=(2—p)(6—p).... 2p—4—p) 
ei 
po—1 


— 2.6.10:..2 9)=2°? .1.3.8.... (p2) me 
also ergiebt sich aus der letzterhaltenen CGongruenz 
p—-1l1=1.2.3...:.p—DVe 
oder nach Wilson’s Satz: 
e=1 (mod.p), 
woraus &=1 zu schliessen ist. ° 


Hiernach ist das ungewisse Vorzeichen in der 
Formel (17) bestimmt, und man hat zu setzen: 


: = 
je9) ee 


n 


— 11 — 


woraus nach den Gleichungen (15) noch die Formeln: 





en AR 
a, (—1)” .p ee ae ee? 
Br 5 ne 2 








(%) TD— 


hervorgehen. 

Der Grundgedanke des eben mitgetheilten Beweises kann 
dahin ausgesprochen werden, dass man zur Entscheidung, welchen 
der Werthe + 1 oder — 1 die Zahl e in der Gleichung (23) er- 
halten müsse, untersucht, welcher dieser Zahlen sie (mod. p) con- 
gruent zu setzen ist. Auf demselben Grundgedanken beruht ein 
anderer, von Gauchy herrührender Beweis*), jedoch ist das 
Mittel, welches Derselbe anwendet, um den Rest von e (mod. p) 
zu bestimmen, ein ganz anderes, und obgleich sehr interessant, 
doch weniger schnell zum Ziele führend als das von Kronecker 
angewendete, und besteht darin, dass in der Gleichung (23), nach- 
dem das Product nach Potenzen von r entwickelt und diese unter 
den (p — 1)” Grad erniedrigt sind, (,) statt r* substituirt wird. 


Auch Lebesgue**) hat einen Beweis der Formel (25) gegeben, 
welcher sich mehr an Gauss’ Abhandlung summatio etc. an- 
schliesst. In der letztgenannten Arbeit von Lebesgue finden sich 
zugleich über den Zusammenhang zwischen den Gauss’schen 
Reihen und den in der Theorie der elliptischen Functionen von 
Jacobi betrachteten bemerkenswerthe Aufschlüsse. 

6. Die Formel (25) bildet nun die Grundlage für 
den Beweis des Reciprocitätsgesetzes. Dazu ist indessen 
keineswegs unumgänglich nothwendig, das fragliche Vorzeichen in 
der Formel (17) zuvor zu bestimmen, vielmehr genügt es, den 
Absolutwerth von S zu kennen, wie es Gauss in seinem 6% 
Beweise gezeigt hat. Zwar legt er diesem nicht sowohl die 
Summe S zu Grunde, als vielmehr den Ausdruck: 


E nennen 


*) Liouv. J. Bd. V: methode simple et nouvelle pour la deter- 
mination complete des sommes alterndes, forme&es avec les racines pri- 
mitives des @quations binömes; vgl. in seinem m&m., sur la theorie des 
nombres die Notes 7 bis 11. b, 

**) In dems. Bd. des Liouv. Journals: sommation de quelques series, 


worin x beliebig ist; man erreicht aber eine grosse Vereinfachung, 
wenn man & = r voraussetzt, und der Beweis kann dann 
nach Jacobi, Eisenstein und Gauchy folgendermaassen 
geführt werden*): 


Aus der Gleichung (16) folgt durch Erhebung in die Bea 


> 
Potenz und Multiplication mit S: 
u er 

EN Sy 
worin g eine von p verschiedene ungerade Primzahl bedeute. 
Setzt man andererseits «== g in der Gleichung (19), so findet 
man durch Verbindung mit der.vorigen Gleichung die folgende: 

ar en 
(27) 0-1)? pn (8 
Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber in dem entwickelten 
Ausdrucke von 
s—=p—l 


s—=p—1 g 
sg —g, = ENKEN _\.r, 
(Ser) ee 
da e): il ist, die g“* Potenzen der einzelnen Glieder 


der ersten Summe sich also gegen die entsprechenden Glieder 
der zweilen Summe aufheben, der Coäfficient jeder Potenz von r 
durch g theilbar. Reduecirt man daher in (27) die Exponenten von 
r auf die Reste0,1,2,...2—2, so müssen, da nun die Coöfficienten 
jeder Potenz von r auf beiden Seiten der Gleichung (27) wegen 
der Irreduetibilität der Kreistheilungsgleichung einander gleich zu. 
setzen sind, diejenigen der rechten Seite ebenfalls durch g theil- 


bar, also 
p—1g9-1 g-1 


De il (mod. 4) 


sein. Nun ist p ” le, (mod. g), und da nach Substitution 





dieses Werthes beide Seiten der Gongruenz den Werth —-1° oder 
— 1 erhalten, ergiebt sich die Gleichung 








*) 8. Jacobi’s bereits angeführte Note in Crelle’s J. Bd. 30, 
pag. 172, vgl. Bd. 35, pag. 273; Eisenstein, la loi de re&ciprocite, 
tirde des formules de Gauss, sans avoir determine prealablement le 
signe du radical, in Cr. J, Bd. 28, pag. 41; Cauchy in m@m. sur la 
th, des nombres, note 4. 





welche das Reciprocitätsgesetz ausspricht. 

7. Der bereits ceitirte Beweis von Eisenstein (Cr. J 
Bd. 27, pag. 322) ist zwar von ihm rein arithmetisch dargestellt 
worden; wenn man aber auf den Ursprung der Zahlen, auf deren 
Eigenschaften er ihn gründet, zurückgeht, wird man wieder auf 
den Ausdruck S hingeführt. Diese Zahlen sind nämlich nichts 
anderes, als die Coöfficienten in der Entwicklung von S“. Das 
allgemeine Glied der Entwicklung ist: 


(5) wi (2) N . 
p p% p 


wenn unter $,, Sy... Ss gleiche oder ungleiche Zahlen der 
Reihe 1, 2,3,....p—1 verstanden werden. Setzt man daher, 
indem man die Summation auf alle diejenigen, gleichen oder un- 
gleichen, Zahlen jener Reihe bezieht, welche der Congruenz: 


(28) ss; +9 4+....+ =e mod. p) 


Genüge leisten, 
S. 
\ “) den 
p 


pP p 
so wird: 


le 2 Fra 
— Arot Arı-r + Asa-r?+.... 4 A p-ı re? 
s=p—l 
[7 . Ss . . . 
und da Sfürr=1lin > (+) übergeht, also verschwindet, weil 


St 


die Anzahl der quadratischen Reste, für welche ()-+! ist, 


der Anzahl der quadratischen Nichtreste, welche (+) Pr TE | 


geben, gleich ist, so findet man: 


(29) (0 41,0 + Arı - Ara + die 0. -1- Az, p—l: 
Für jeden, durch » nicht theilbaren Werth des « kann man 
aber setzen: 


sel, s=el,....HZel; ' 
mod, 
so dass dann: Pen le en u en | & 


ist; jeder Lösung der Congruenz (28) Eiche also eine Lösung 


der letzteren und umgekehrt. Da für zwei correspondirende 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. fe) 
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lösungen nach (6) die Gleichung 


Ge 


stattfindet, so wird offenbar 


k 
(30) Are = ke “ Anyı 
sein. 
Aus (29) und (30) folgt nun für ein ungerades %: 
(30 a) Ax,o == 0, 
dagegen geben sie für k = 2 
Ada = Ayı, An = — (p—1)4g,1, 


folglich wird 
Ss? — Ag,ö + Aa,ı (r+r? r ..s - a) = A20o— Arı= —p.Agı 


d.h. 
2.5 N 
rap Di) (7): 


während die Summe auf alle Werthsysteme s,, s, bezogen wird, 
für welche s, + s, = 1 (mod. p) ist. Das allgemeine Glied dieser 


.j . . . 6 2 Ei “ie 
Summe bleibt ungeändert, wenn wir es mit (4) multiplieiren; 


dabei wollen wir aber o, jedesmal so wählen, dass s, 6, =1 (mod.p) 
wird; setzt man sodann s,.6, = 6, (mod. p), so wird 


GIORIORCHOMG 0. 
und Se —n Di 


Der Umfang der Summation wird -durch die CGongruenz 
1-+ 0, = 6, (mod. p) bestimmt, welche sich aus der zwischen 
S;, S; stattfindenden durch Multiplication mit 6, ergiebt. Nun kann 
o, nicht Eins sein, denn sonst würde ss, =1, ss, =0 (mod. p) 
werden, während auch s, nur eine Zahl der Reihe 1. 2,3.... »y—1 
bedeutet; also durchläuft o, die Werthe 2,3,....p—l, und o, 
die Werthe 1, 2,3,....p—2. Daraus folgt die Formel: 


(=) 
HONCHOMERS Cash 


ist. Wegen der Gleichung (7) endlich gelangen wir so direct 
zu der Formel: 


®2—=(—1)’.p 
wiederzurück, welchewir vorher aus derKreistheilung 
entnommen hatten. | 
| Nun wissen wir bereits, dass A,ı der Coöfficient von r in 


‘der Entwicklung von S2 ist; vergleicht man daher in der Gleichung 
| a re: 
(31) ae 
welche identisch sein muss, da sie vom Grade y—1, und wegen 
A,,0=0 durch r theilbar ist, die Coöfticienten von r, so findet man: 
pr d-1 gl 


(32) a 00 BEIN 7) =. 
Man zeigt aber leicht, dass 
Ayı = PR HAKEN 
“36,6 
(35) [während , +, -+:...+8, = 
von der Form 5) + M.g ist, wo unter M eine ganze Zahl ver- 
standen wird. In der That, da g&=1 (mod. p) nur eine Auf- 


lösung gestattet, so kann es nur ein Glied jener Summe geben, 
in welchem alle s einander gleich, sind; da aus g& =1 (mod. p) 


en nen 


hervorgeht, wird das zugehörige Glied der Summe den Werth 


2-6) 

p p p 

haben. Aus jeder andern Auflösung der Congruenz (33) aber 
ergeben sich, worauf wir weitläufiger nicht eingehen wollen, durch 
cyclische Vertauschung der Zahlen s. noch —1 andere, welche 
sämmtlich von einander verschiedene Systeme repräsentiren, dem 
Gliede in der Summe aber gleichen Werth ertheilen, woraus 
offenbar die Richtigkeit des Behaupteten folgt. Dann ergiebt 


sich aber weiter: 


) oo: .p " (mod. g) 





p 


und, wie vorher, der Beweis des Reciprocitätsgesetzes. 
Im Grunde ist dieser Beweis genau der vorige. Denn der 


Coefficient von r in S, ist nach der Gleichung (19) gleich (2) 


g* 
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Also ist Ayı — € der Coöffcient von r in der Entwicklung 


von ST — S,, und der Unterschied beider Beweise besteht einzig 
darin, dass die Theilbarkeit dieses Coefficienten durch g in dem 
ersten mittels des binomischen Satzes, im zweiten mittels einer 
etwas andern arithmetischen Betrachtung bewiesen wird. 

8. Lebesgue’s Beweis, der sich in der in Nr. 3 be- 
reits angeführten Arbeit sowie in einer andern Abhandlung im 
2. Bd. des Liouv. Journals*) befindet, ist von dem Eisen- 
stein’schen wesentlich nur dadurch verschieden, dass 
die Summe S unter der andern Form (14) angewendet 
wird. Entwickelt man dann nämlich wieder die Potenz S7, so 
sind die: Coöffieienten der Entwicklung diejenigen Zahlen, aus 
deren Eigenschaften Lebesgue seinen Beweis ableitet. Ohne 
denselben hier reproduciren zu wollen, werden wir nur jene 
Zahlen näher bezeichnen und, was nach dem Vorigen leicht ist, 
ihre Werthe ermitteln. Da nach (14) 


ist, so wird, wenn wir 

St—= Bot Buı:r + Bas: rt -.:. + DB, eıcan 
setzen, der Coefficient B,,. offenbar die Anzahl der Lösungen 
der Congruenz - 

(34) s+s?+....+s2 = a (mod. p) 
bezeichnen, in welcher s,, 89, - - . . sy gleiche oder verschiedene 
Zahlen der Reihe 0, 1,2,....p —1 sein können. Es ist nun 
zuerst leicht einzusehen, dass B,,. denselben Werth hat für alle 
quadratischen Reste «a = «, und wieder denselben Werth für 
alle quadratischen Nichtreste « = ß. Denn, bedeutet «a irgend 
einen quadratischen Rest oder Nichtrest, so können alle quadra- 
tischen Reste resp. Nichtreste in der Form ay? gedacht werden, 
welcher sie (mod. p) congruent sind, wenn y eine passend ge- 
wählte, nicht durch p theilbare Zahl ist, da man, wenn a’ einen 
andern quadratischen Rest resp. Nichtrest bezeichnet, eine Zahl 
z durch die Congruenz az = a’ (mod. p) bestimmen kann, welche 
nach dem 3%* Satze in Nr. 2 nothwendig zu den quadratischen 
Resten gehört, also dem Quadrate einer gewissen Zahl y (mod. ») 


*) Recherches sur les nombres, 
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congruent sein muss. Bestimmt man sodann die Zahlen {,, £,, 
. t, den Congruenzen: 


Es Yyhbh=54,....14>=8s4y (mod.:p) 


gemäss, so liefert jede Auflösung der Congruenz (34) eine be- 
stimmte Auflösung der folgenden: 


ir +12? +....+1%,=ay? (mod. p) 
und umgekehrt, so dass beide gleichviel Auflösungen gestatten. 


Indem wir daher die beiden Werthe von 2,,. für Reste und 
Nichtreste resp. mit B,, B’, bezeichnen, finden wir: 


Da wir nun andererseits aus den Gleichungen (31) und (32) 


52 = Ayı: 2 — Ay, g 3 
PR 


@& ß 
schliessen, so liefert die Identität beider Ausdrücke die Gleichungen: 
(35) By —= Bo + 4Ay1 1 B', = B,,0 == Ag, y also B, -/- a —— By, 0 


Da ferner jede CGombination der Werthe s,, s3,....sy aus 
der Reihe 0, 1,2,...:p — 1 für irgend einen Werth von 
a eine Lösung der Congruenz (34) liefern muss, so muss die An- 
zahl aller Combinationen gleich der Summe aller Zahlen 2,,. sein, 
und so folgt die Gleichung: 


rad, pr 
Bot ee B,tB)=p!, 


also nach (35) folgende Werthe: 


Bo = pi= 
Beer SE ah gl 
‚ 2 
(36) B,=r'— —1) .p 


ur 


= t(1)" "ip 
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9. Einen etwas andern Gang nehmen die beiden 
Beweise von Liouville und Eisenstein*), welche, was 
ihr Princip betrifft, unter einander als identisch 
anzusehen sind. Sie gründen sich auf das Lemma, 
welches dem 3°” und 5%* der Gaussischen Beweise 


: : : } —] 
zum Grunde liegt. Die absolut kleinsten, zwischen + er 


n»—1 . . . 
und — —— inclusive liegenden Reste der Reihe 


1.2.08... ug 





werden nämlich theils positiv sein — diese nennen wir a,, 4,, 
“2... — theils negativ — diese seien — b,, — b,,. 2. 2b 
D== 


2 





sodass A+ u = ! Die Zahlen a sowie die Zahlen 6 sind 


a . 
unter einander verschieden, da jene Multipla von g einander nicht 


p—1 
9) 


ui 


sammengenommen bilden aber alle Zahlen der Reihe 1, 2,3, - 


—1 Far > r ar & 
SER; Br denn die Zahlen 5 sind ebenso wie die Zahlen a nicht 





(mod, p) congruent sein können; die Zahlen «a und 5 zu- 


Pi 
2 


ihre Differenz und folglich die Summe derjenigen _ Multipla 
von g, denen sie congruent sind, durch » theilbar wäre, was 
offenbar für keine zwei jener Multipla möglieh ist. Man hat 
daher: 


grösser als - 





‚ und kein ) kann einem «a gleich sein, da sonst 


Pr < Pr 
Ayryır and. by.. u —l.2.3.... 05 
und 
p—1l 
(—1)r 2019 ....02 bybyer..bu=1.2.3....22.g ° (mod. p). 
p— 1 





Da nung = ©) (mod. p) ist, so erhält man aus der 


Verbindung mit den beiden vorigen Relationen: 


(2) = (— 1) (mod. p) 


p 


*) Liouville sur la loi de reciprocite dans la theorie des residus 
quadratiques, in seinem J. Bd. 12; Eisenstein, application de 
lalgebre & l’arithmeötique transcendante, in Crelle’s J. Bd. 29.— 


oder vielmehr 


Dies voraus geschickt, ist es leicht, einen Ausdruck aus Ein- 


heitswurzeln zu bilden, welcher gleich 62) ist. In der That 


findet man: 





a 
’ a 2 
(37) a Mi: A 
D ra — ra 
Kl 


da in dem Producte jedesmal ein Factor des Zählers einem 
Factor des Nenners gleich wird, sobald «gq einer der Zahlen a, 
dagegen einem Factor des Nenners entgegengesetzt gleich wird, 
sobald «y einer der Zahlen — 5b des Hilfssatzes (mod. p). congruent 
ist, sodass das ganze Product den Werth (— 1)“ erhält. Ist nun 


o eine primitive Wurzel von 7 = 1, so ist ebenso: 
g-1 


ABER | 
(38) = | I“, Fi | 


Dies sind, unter etwas ODE Form, die Ausdrücke, welche 
Eisenstein und Liouville bei ihren Beweisen benutzt haben. 
Im weiteren Verlaufe ist des Erstern Beweis dem Liouville- 
schen insofern vorzuziehen, als dieser weniger symmetrisch und 
direct verfährt. Jener schliesst das Reciprocitätsgesetz 
durch directe Vergleichung der beiden Ausdrücke von 


(7) und (7): welche etwa folgendermassen bewerk- 





stelligt werden kann: Da 
ar — 1 





er nn) Egr): EEE) 
gesetzt werden kann, so ergiebt sich für & = es 
a—P-1 
a=p—1 9 
Se 2a 2a Er 
1 (a — br?) = | | (a — br?®) (a — br?o) 
e—1 Gl 


- 


U = —— - 


En En Il« E00 br”°) (a Raser b 2 D 


Gl 


— 120. — \ 
und auf älınlichem Wege: \ 
1m | 
u — 7 | 
(40) Tg LTE [ [ (aoß — bo?) (ag=f — beß) - | 
p-=1 


Bezeichnet also R eine solche primitive Wurzel der Gleichung 
«Pr = 1, dass r= R1, o—= RP ist, so findet sich, wenn in der 
Formel (39) a= of, b = og” gesetzt wird: 


ge 
nie 
(5) En ! [ (Reıt?p — ReIPP) (R-eatBp — ReI-PP) 
q er f 
De ie 
und, wenn in’(40) a = r®, b = .r"* gesetzt wird: 
p—1 gl r 
te) 
=] mtr me mm 
o=1 Pl 


In diesem Producte hat jedesmal der erste Factor gleichen, 
der zweite Factor entgegengesetzten Werth, wie im vorigen; da 


p—1,9—1 solchen Gliedern besteht, 


das Product im Ganzen aus 5.2 





findet man also endlich 
g—1 


DBlol 


Liouville dagegen wendet die, aus der Formel (39) 
dadurch, dass a=b=1 gesetzt wird, sich ergebende 
Gleichung 


Ka 
und die Beziehung p ° = (&) (mod. g) an. Erhebt man 


ar A \ $ —1 sleggs 5 
nämlich die vorige Gleichung zur Potenz un ımultiplieirt im 
’ ee 

-P | 
Zähler und Nenner der rechten Seite mit [ [ (r2 — r®) und 


3 


@ 


o=1 
lässt in der 9%” Potenz dieses Products, das dann den Zähler der 
rechten Seite bildet, alle durch g theilbaren Glieder fort, so 
nimmt die letztere Beziehung die Gestalt an: 


pl 
I a 


ae Br, ER II Sen = Ar ) (mod. 


AA 





und ergiebt durch Vergleichung mit (37) das Reciprocitätsgesetz. 

Ohne näher auf den 4% Gaussischen Beweis hier 
eingehen zu können, wollen wir doch noch zum Schluss 
"bemerken, dass auch er mit den beiden eben mit- 
getheilten Reweisen dem Princip nach identisch ist. 
In der That ist nach den Gleichungen (22) und (25) 


EN ar. 
> 3 
ee (Rt — pH), 
| h=1 
wofür aber nach den Gleichungen (20) auch 
D—i 
3 
S=%. (rt — r®) 
a1 
Pr 
r ° 2 ; 4 fr ” 1 r 
gesetzt werden kann, wenn &, gleich (— 1) oder gleich 


#2 
(—1) 2 genommen wird, jenachdem p von der Form An +1 
oder 4n -—- 3 ist. Bezeichnen wir nun S mit » (1,p) und S, 
mit % (g, p), sodass 











PEN 
2 Z— 
vl,D)=:%. r— 7), y(,P)—&% ee 
le T. i 
ist, so betrachtet Gauss den Quotienten ein n, für welchen 
nach (19) die Gleichung (4) „er _ 
besteht. Ebenso wird sein: 
KO RE 
q ı (1, q) 
weun gesetzt wird: 
ylhd)m:- | fe — 9, ( ‚8 [ | (ef? — og PP) 
P 1 pl 


— 12 — 


Diese Gleichungen, aus welchen sich 


(7) (2) _ mn). M 

GH OAD v(l,g).y(l,p) 

ergiebt, sind dieselben, wie die Gleichungen (37) und (38), und 
der Unterschied des Gaussischen Beweises von den eben 
dargestellten besteht nur darin, dass der Werth des Quo- 
tienten auf der Rechten der letzten Gleichung, welcher vorher 
aus der Vergleichung der Factoren der »-Functionen gebildet 
wurde, bei Gauss aus den fertigen Werthen, welche er für die 
ab-Functionen in seiner Abhandlung bestimmt hat, abgeleitet 
wird. 





Zehnte Vorlesung. 


Anwendung der Kreistheilung zur Zerlegung der Zahlen 
in Quadrate. 


1. Bevor wir von den quadratischen Resten zur Betrachtung 
der Reste höherer Potenzen übergehen, ist es zweckmässig, eine 
andere Anwendung der Kreistheilung auf die Zahlentheorie, welche 
die Zerlegung der Zahlen in Quadrate betrifft, hier einzuschalten. 
Wir haben zu diesem Zwecke an die mit  (h, k, ®) bezeichnete 
Function wieder anzuknüpfen und- zwei Eigenschaften derselben 
abzuleiten, welche für die meisten Anwendungen der Kreistheilung 
auf arithmetische Fragen die wesentlichste Grundlage bilden. 

Es war aber 
ı»(h, k, 0) = na 


(oT, r) 


ein Ausdruck, welcher nach Gleichung (25) der 8. Vorlesung 


den Werth 
u=P—2 2 
(1) Dı\h, k, 0) — Se (1-Hu) 


u=l 
hat, wenn die Summe der Zahlen %, k nicht durch p—1 theil- 
bar ist. Ersetzen wir hierin %, k durch —h, —%k und multipli- 
ciren die entstehende Gleichung mit der Gleichung (1), so er- 


— 13 — 


halten wir: 
(of, r) (@ > (o*, 7) (o kr) 
(ort, r) (0 —h—k n r) 
u=p—2 u=P-2 
(9% ind. u—(A+k) ind. (I+u) , De ‚utlA+%) ind. (I+u), 


Pa 





Da nun, wenn auch A und % durch p—1 nicht theilbar sind, 
nach Gleichung (29) der 8. Vorlesung 


(0%, r) (o—%,r) = (— 1). p, (fr) (o*,r) = (— 1)*.p 
(oft, 7) (= 1er 


ist, so hat der Quotient auf der linken Seite den einfachen Werth 
p, und man erhält die wichtige Gleichung: 


(2) p=v(hko).yp—1—h,p—1-—%o) 
oder: 
u—p—2 =p—2 
en Dil M— (AA) ind. (+4) DB a ind. u-HA-Fk) ind. (+4) 
Ta! ea! 


d. i. eine Zerlegung der Primzahl p in zwei, offenbar 
conjugirte, complexe ganze Zahlen, welche je nach den 
verschiedenen Werthen, welche man A und % beilegen kann, aus 
Einheitswurzeln verschiedener Grade zusammengesetzt sein werden. 

Nimmt man z. Bk=nh an, so wird (s. Formel (30) der 
8. Vorlesung) 


(4) Y(h,nh,o) = Y (of), 
und die Gleichungen (2) und (3) erhalten folgende Gestalt: 
(5) pP = Un (0X) - Yn (0%), 


und 


nr 


27 


(6) p ar Jind. «(+ ind. (144) Dei )— ind. u+41) ind. a). 
- az 
Für A=f darf k = (e—2)f gewählt werden, und dadurch 
erhält man, indem man wieder © mit & bezeichnet, vermittelst 
der Formel 


M=P—2 u=Pp—2 
(7) p= lud. ut ind. (du) , > a ind. u — ind. (1+u) 


u=l 
eine Zerlegung der BR. zwei conjugirtecom- 


— 124 — 


plexe ganze Zahlen, welche aus der e“ Einheitswurzel 
« gebildet sind. Wird 

k<p—2 

ofnd. u + ind. (I+u) — Ay -H A, & - A, a —. ER + 4._ıa! 

u=1l 
gesetzt, indem Ay, Ay, » » - » Ae-ı die Menge der Zahlen w aus der 
Reihe 1, 2,3, ....p—2 bezeichnen, für welche resp. ind. w 
+ ind. (lu) den Zahlen 0, 1, 2,....e—.1 (mod. e) congruent 
wird, so muss 


Bee A, rd ee 


sein, und .die Gleichung (7) lässt sich auch so darstellen: 


(9) p=(htARH+ .. +4) (AtAeTt—t... Amer). 


Nach der in der vorletzten Nr. der 8. Vorlesung mitgetheilten 
Methode können die complexen Factoren von p leicht gefunden 
werden. Da man z. B. für den dort durchgeführten Fall findet: 


v f 
u u P ’ 


= 04 a #4 ar ‘oO 7 =0 
‘62 ‘84 ‘19 ‘90 ‘ae ‘ng ‘ga ‘77 ‘TE ‘08 ‘rn Br m In or Tr er ron —. 





7 ER s c ir 'E 10) 7 p 7 - T ni Ev ‘o En er 22 T 


CE aa e HeSsee Tecgetze Te 06. 6% 80 1292 Ge Tara en 





F 0 ® ö & 27 o e E e 2 ‘z 


Pe 


ı 





— 16 — 
so ergiebt sich: 
u —p—2 
aind. u Hind. (Hu) — 12 + 12a + 60? + 150? + 140, 

ui 
also 
61—= (12-4120 +60? +15’ +14) (124120? + 60° + 150?-14R). 

2. Wir ‚bezeichnen hinfort mit (A, k, g) den Ausdruck, 
welcher aus w (AR, k, ©) hervorgeht, wenn die primitive Wurzel & 
der Gleichung «?-! —= 1 durch die primitive Wurzel y der Con- 
gruenz «P-1 == 1 (mod. p) erseizt wird. Für zwei Zahlen 7%, %, 
deren Summe durch » — 1 nicht theilbar ist, werden wir dem- 


nach haben: 
u=p—2 


(10)  (h, k, q) = Dip‘ ind. «—(A+k) ind. (14), 
un 
Indem wir nun A und % als positive Zahlen voraussetzen, 
welche kleiner als a»—1 sind, unterscheiden wir zwei mögliche 
Fälle: entweder ist + k <p—1, und dann ist, wenn wir 
n=p—|1 — h — k setzen, n ebenfalls kleiner als p— 1, ebenso 
auch +n=p—1-— %k. Alsdann kann man setzen: 


up+2 
ab(h, k, q) = >’g* ind. u+r ind, (144) (mod. p) 
a1 
oder: 
uw=p-l 
v (h,k,g) = > . (a. + 1)” (mod. p), 
u=l 


indem man die Summation bis u = p — 1 erstrecken darf, weil 
das entsprechende Glied der Summe durch p theilbar wird. Denkt 
man sich die Potenz (#w + 1)” nach dem binvomischen Lehrsatze 
entwickelt, so nimmt diese CGongruenz die Gestalt an: 

Pi p r—1 


p—1 — 
Al) ylakg)= >uttt-n, Dat... En. De 
(mod. p), 


in welcher n,, 25, .. . . %„-ı die Binomialcoöfficienten der n‘“” 


Potenz bezeichnen. 
p—1 
Hier wollen wir nun bemerken, dass > ut entweder der Null 
1 


oder der negativen Einheit (mod. p) congruent ist, Letzteres, wenn 


k durch p—1 theilbar ist, nach dem Fermat’schen Lehrsatze, 
Ersteres, wenn % nicht durch y— 1 theilbar ist, deshalb, weil dann 


gver-aliiu> 1=p—2 
De => r ind. u en (mod. p) 
ui a, 
kpl) __ 1 
und die letzte Summe gleich ze folglich der Null con- 


gruent ist. 

Da nun + n < p—1 ist, wird der Exponent in keiner der 
Summen, welche die Congruenz (11) enthält, durch a —1 theil- 
bar, und daher 

d(h,k,g)=0 (mod. p) 
sein. 

Oder es it +k>p— 1, während es doch <2(p—1) 
sein muss; setzt man danaınn=2 p—1)— h—k, so wird 
n<p—1, abern+h=2(p — 1) — k zwischen p — 1 und 
2 (p — 1) enthalten sein. Da jetzt wieder 

u=p—l 
ab (h, k, g) ne (u 4 1)” (mod. p) 
ni 
gesetzt werden kann, und in den Summen, welche die daraus 
hervorgehende Congruenz (11) enthält, nur ein Exponent durch 
p—1 theilbar wird, nämlich derjenige A+n—s, welcher gleich 
p—1, oder für welchen s=p —1-—.% ist, so wird nach der vor- 
her gemachten Bemerkung 


Y(h,k,g) = — n-ı-r (mod. p). 

Hiernach ergiebt sich der Satz: Jenachdem in der 
Function % (kR,%k, g) die Summe der beiden Zahlen A 
und k kleiner oder grösser ist als y—1, während sie 
selbst kleiner als p—1 vorausgesetzt sind, ist 


Y(h,k,g)=0 


E 


oder j 
eh (mod.!p), 


hk,y=— — 

N re ey ee; 

wo die Zeichen II die Productealler ganzen Zahlen bis 
zu den angedeuteten Zahlen hin bedeuten*) 


*) S. Jacobi in der Note über Kreistheilung Cr. 7. Bd. 30; vgl. 


Eisenstein in seinem Beweise des cubischen Reciprocitätsgesetzes 
in Cr. J. Bd. 27. 
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3. Von diesen allgemeinen Betrachtungen, welche für das 
Folgende die Grundlage bilden, wollen wir nun zu einigen be- 
sonders interessanten speciellen Fällen übergehen. 

Sei zuerst » von der Form 4n--1, sodass p—1 den Factor 
4 hat, den wir für e nehmen. Dann entspringt aus der Formel 
(7), wenn man beachtet, dass « als primilive vierte Einheits- 
wurzel die imaginäre Zahl ö ist, die folgende: 

u=p—2 u—=P—2 


e (12) p= > (u-+u?) RE 


u=i MR 
Unterscheiden wir die Fälle, in denen ind. (« + u?) einer 
der Zahlen O, 1, 2, 3 (mod. 4) congruent ist, und bezeichnen mit 
Ay Ay, Ag, Ay, wie oft jeder dieser Fälle sich ereignet, so wird 


(15) A, 4- A, + 4, z. A, = p— 2 
und 
BIN; 
(14) Demi = 4-4, +14, 4) 
- mMml 
sein. Setzt man daher A, — A,=a, A, — A,=b, so ergiebt 
sich aus (12): 
(15) p=a®+b:, 


d. h. der berühmte Satz der höheren Arithmetik: Jede Prim- 
zahl von der Form An + 1 kann als Summe zweier 
Quadratzahblen dargestellt werden. 

Wenn so von diesem arithmetischen Satze ein einfacher Be- 
weis aus der Kreistheilung gewonnen wird, liefert dieselbe noch 
den nicht zu unterschätzenden Vortheil, dass man die Werthe 
der ganzen Zahlen a, b nach der früher angegebenen Methode 
mit Leichtigkeit berechnen kann. Um ein Beispiel zu betrachten, 
sei = 13. Nimmt man 9 = 6 als primitive Wurzel, so er- 


hält man: 
„8, ’A,.8,6, 1,8, 9-1 0rPs 


pn — Aa? 
ind! u =0, :5,:8,10,..971, 7,3, Aussee 
ind. «’—+ ind. (1 u) = 5,13,18,19,10,8,10,7,6,13,17, 
ind. a-+ind. 1+u)=1, 1, 2, 3, 2,0; 2,3,2, 1, 1 (mod. 4) 
also: 
BET 


Düne wre vd HA aD ge 


wi 


f 


2 00 ne 
Pa an a 


13,3? 4,2%; 
Ein zweites Beispiel sei p = 17. Für die primitive Wurzel 
g=3 findet man: 
1.3 3 ar IR 
22713,.145,19, 16 
ind.u.== 0,714, 1, 1295,15, 18, 10, a 27, 
Tara ah 8 
ind. «+ ind. (1-+ «) = 14, 15, 13, 17, 20, 26, 21, 12, 5, 10, 20, 
17013. 15, 14 
Beet u) 203,5 1670, 2,1, 0,1, 2, 0 
27927 47 2 MOON AT: | 


und: 


Daher ergiebt sich: 
u=15 


Dinuhe) = 3 a geil ir 
u=ı4 
= —- Lb—4 
und 
IT 12 2,48 


4. In der Zerlegung 
Beh 

einer Primzalıl » von der Form 4n + 1 muss eins der Quadrate 
nothwendig gerade, das andere ungerade sein. Es besteht nun 
der Satz, dass eine solche Zerlegung eine völlig be- 
stimmte ist, oder dass es nur eine einzige Zerlegung 
dieser Art giebt. Hiervon wird später ein aus allgemeineren 
Prineipien geschöpfter Beweis gegeben werden, hier mag der fol- 
gende seiner Einfachheit wegen Platz finden. Angenommen, man 
habe auch noch 


2) 2 
p ur & + N ’ 

und x, & seien die ungeraden, y?, n° die geraden u, beider 

Zerlegungen, so ist leicht zu sehen, dass & —= x?, n? = y? sein 


muss. Denn aus den beiden Zerlegungen folgen die drei Glei- 
chungen: 


p® = (@5 + yn)’ + (en — yd)% pP = (88 — yn)?’ + (en-+y8)? 
pm — y) = (en -+ yE) (en —y9; 


da wegen der letztern einer der Factoren @&n + y&, x — yS 
BACHMANN, Lehre d, Kreisth, 9 
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durch p theilbar, wegen der beiden erstern jeder derselben aber 
offenbar kleiner als p sein muss, so muss einer von ihnen gleich 
Null sein, was sofort die beiden Gleichungen n? = y?, also & — x? 
zur Folge hat. i 
Wird nun aber auf irgend einem Wege p als die Summe zweier 


Quadratzahlen: 
p=a-ty 


gefunden, so entsteht die Frage, welches der beiden Quadrate 
das gerade, welches das ungerade sei, und, da zwei Zahlen von 
gleichem Werthe, aber entgegengesetzten Vorzeichen dasselbe 
Quadrat haben, bleibt ferner zu untersuchen, ob die Zahlen «&, y 
positiv oder negativ sind.” Wir wollen diese Untersuchung für 
die durch die Formeln der Kreistheilung erhaltene Zerlegung . 
p=d+b 

hier durchzuführen suchen. 

Es ist aber zunächst leicht zu sehen, dass dabei 
a die ungerade, b die gerade Zahl ist. Wir beginnen 


damit, die Summe 
u=p—2 
jind. «+ind. (1-+«) 


ui 
zu transformiren. Setzen wir in den Formeln (29) und (30) der 


= h ! 
und in der letzten sodann einmal n—=1, 





8. Vorlesung A — ? 





ar. UN ee 
das andereMal 22, so erhalten wir, dao * =i, o —= —iist, 
| p—1 
(16) En. -an=—N".n 
u np FEAR 
17) un = 


schreiben: 
era 


(18) ey Gr) ion 
Nun haben wir in Nr. 3 der vorigen Vorlesung gefunden, dass 
p—1l 


der Werth des Symbols &: 1, r)? gleich (— 1) p = pist,.da 
hier a gerade vorausgesetzt ist; wenn man daher die Gleichung 


(16) berücksichtigt, so nimmt die letzte Gleichung folgende Ge- 
stalt an: 


— 131 — 
| p—1 
. 4 . 
(19) =) u) 
und giebt, wenn man für w, (), %, () ihre Ausdrücke nach 
Gleichung (28) der vorletzten Vorlesung setzt, die bezweckte 
Transformation: 
u=Pp—? p-l kL=p—2 
(20) > Tina. urina, U-t) — (— 1) 4 >’ jind.u-+2ind. (It) » 
ul r u=l 
Aus dieser Gleichung, in welcher die linke Seite in der 
vorigen Nr. gleich « + bi gesetzt worden ist, folgt nun zunächst, 
mit Vernachlässigung von Gliedern, welche den Coöfficienten 2 
haben, die CGongruenz: 
a 
a+-bi= a Önd.a (mod. 2), 
Me 
denn, da ünd.«t2ind.(i-+#) entweder gleich önd.“ oder gleich — sind. 
ist, kann man allgemein 
jind. «+2 ind. (Hu) — zind. u Ez 2, , jind.u 


setzen, worin & die Null oder die negative Einheit bedeutet, je 
nach den beiden möglichen Fällen. Nun befinden sich in der 
Reihe 1, 2, 3,...p9 — 2 nur 2 quadratische Reste, weil — 1 also 
auch » — 1 quadratischer Rest vn p=4An-1 ist, (nach 
Aa 


= Zahlen sind 





Gleichung (7) der vorigen Vorlesung), die übrigen 


quadratische Nichtreste, der Index von jenen ist eine gerade, der 
Index von diesen eine ungerade Zahl (nach Nr. 2 ebendaselbst), 
also findet man leicht: 
._.,2—3 el. 
a u Re hr yuh Ligue, (mod. 2), 

woraus a als die ungerade, b als die gerade Zahl sich 
ergiebt. 

5. Es kann aber sogar noch weiter festgestellt 
werden, welchen der Reste + 1 oder — 1 die Zahl a, 
durch 4 getheilt, lässt. Setzen wir zu diesem Zwecke die 


Summe 
uK=P—2 
jind. u+2ind. (1-+-u) 


nu—1 
9*# 


in die Form: 
Dita i 


»=ind.u,k=jind. (1 -+ u) 
ist, so muss diese neue Summe über alle Werthe von A aus der 


i Bi . —1 
weihe 0, 1,2,....7p — 2 bezogen werden, den einen Werth IT 


ausgenommen, welchem u =p—.1 d.i. ein Werth entsprechen 
würde, der in der ersten Summe nicht mehr zu nehmen war; 
jedem Werthe von A entsprechend ist k so zu bestimmen, dass 
die Congruenz 


sodass 


g" = 1-4- g* (mol. ») 
erfüllt wird. Wenn nun 


ei a 


gesetzt wird, so findet man «, wenn man A nur die geradzahligen 
Werthe annehmen lässt, welche ihm zukommen, es wird also: 


(21) u BIS. 1)2+E, 


wenn man A alle Werthe 0, 1, 2,... E beilegt, mit Ausnahme 
von BT, und % jedesmal durch die Congruenz 
(22). - g"=.1 + g°* (mod. p) 


bestimmt. Sieht man zunächst von dem Werthe A=0 ab, so 
lassen sich die übrigen zulässigen Werthe in Paare ordnen von 


. r . ’ bi gi 1 2 . 
der Art, dass die Werthe eines Paares A und = — 4 sind, und 
’ . —jJ ı. ’ 
ı die Werthe 1, 2,3,.... m anzunehmen hat. Sind %° und % 
die zu einem Paare gehörigen Werthe von %k, so findet man 


a 

d. h. gt” ist einem Quadrate (mod. p) congruent, folglich 
k! + % eine gerade Zahl oder AP = % (mod. 2). Für = 0 
liefert die Gongruenz (22) 9“ = 2 (mod. p); nun ist (siehe weiter 
unten in Nr. 3 der 15. Vorlesung) Zwei quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p, mit andern Worten: % gerade oder un- 
gerade, jenachdem » die Form 8nr +1 oder Sn —+5 hat; das 

pr—1 
entsprechende Glied der Summe (21) kann also durch (— 1) * 





— 13 — 


ausgedrückt werden. HFasst man von den übrigen immer die 
beiden Glieder 
pr—1 


AR 2 
ö (— 17+# ,(— 1) 
zusammen, welche einem der bezeichneten Werthepaare von A 





RR 


. DD — T 2 
entsprechen, und welche gleichen Werth haben, da I gerade, A 


aber mit — A, k” mit % gleichartig, nämlich gleichzeitig gerade 
oder ungerade ist, so ergiebt sich: 
| 122 


e— (1) '+2. I 17% 


wenn jetzt die Summe über alle WertheX =1,2,3,....? 7 2 


erstreckt wird. Offenbar kann man daher, wenn wit 4 die An- 
zahl bezeichnet wird, welche angiebt, wie oft 4 + % eine un- 
gerade Zahl wird, jetzt 





2 


1 
e=(1)'4+2.87° 44 

setzen. Diese Gleichung, als Gongruenz (mod. 4) aufgefasst, liefert 

in beiden Fällen, für y= 8n -— 1 wie für p=8n-+- 5, Jas- 

selbe Resultat, nämlich: 


e=— 1 (mod. 4), 
Daher erhält man aus Gleichung (20): 
ge 
0 2 030, (modiA) 
d. b. a ist von der Form 4n —1, wenn p=1 (mod. 8), 


von der Form 4n +1, wenn p=5 (mod. 8) ist, wie es 
an den beiden in Nr. 3 gegebenen Beispielen sich bestätigt. 

6. Durch diese Betrachtungen wird a priori über 
die Frage entschieden, mit welchem Vorzeichen be- 
haftet die Basis des ungeraden Quadrates in der Zer- 
legung von p dureh die Methode der Kreistheilung 
erhalten wird. Bezeichnet nämlich p = A + DB die völlig 
bestimmte Zerlegung von p als Summe einer ungeraden Quadrat- 
zahl A und einer geraden Quadratzahl A, und « die positive 
Basis der erstern, so wird man, um daraus « zu erhalten, diese 
mit einem solchen Vorzeichen nehmen müssen, dass sie die Form 
An — 1 oder An -- 1 annimmt, je nachdem p von der Form 
8n-1 oder 8n +5 ist. 


Be. 


Z. B. ist 37 = 1 + 36; da 37 die Form 8r + 5 hat, wird 
die Kreistheilung die Zerlegung 37 = a? + b? liefern, in welcher 
a=-1 ist. 

Ferner ist 41 = 25 + 16 und von der Form 8n + 1, also 
wird man aus der Kreistheilung die Zerlegung 41 = a? + b? 
finden, worin « = — 5 ist. 

Ueber das Vorzeichen von b kann ohne Weiteres, 
der Natur der Sache nach, nicht entschieden werden, 
da dasselbe von der-willkürlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel g, auf welche in den obigen Summen die 
Indices bezogen sind, in der Art abhängt, dass es in 
das entgegengesetzte übergeht, wenn man g durch 
eine passende andere primitive Wurzel ersetzt. Um 
dies in der einfachsten Weise zu übersehen, wollen wir in dem 








Ausdrucke % (h, k,g) der Nr. 2 Rh = “ gr 2 k—RT ; setzen, 


wodurch | 5 
p—1 pr—1i IE? a ind. (ut) 
ab are ze aeg „).= DS (# jE te) (mod. p) 
u=l x 
a dach, hr 
wird. Da aber 9° * resp. den Zahlen 1,9*,— 1,—g° 
(mod. 2) congruent wird, jenachdem k = 0,1, 2, 3 (mod. 4) ist, 
so ergiebt sich olfenbar. 
pr—1 
Nee 0) ht 49 ; —A— Ag" 





oder 





» — 1 —1 ur 4 ; 
v7 )Setbs (mod. p), 


a 


wenn Ay Ay Ay, Ay, a, b dieselben Zahlen bedeuten, wie in Nr. 5. 


Andererseits ist nach dem Satze in Nr. 2 ( N x : .) =( 





4 Wr 
d hr 1 p—1 - { { . 
(mod. p), da =. +77 <p—L1ist, demnach ergiebt sich 


Beh 
f a+bg'=0 (mod. p). 
Hieraus erhellt jene Abhängigkeit; die, von g verschiedenen 
primitiven Wurzeln y zerfallen nämlich in zwei Klassen, für deren 


eine y = gt! ist, während die andere der CGongruenz y = g+3 





(23) 
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(mod. p) genügen. In der That, wenn g* eine primitive Wurzel 
ist, so ist 9* = gP1% offenbar auch eine, von den beiden 
Zahlen A und »y — 1 —ı4 aber ist eine 'stets von der Form 
4n +1, die andere von der Form An + 3. — Jenach diesen 
beiden Arten primitiver Wurzeln wird aber die Congruenz (23), 
wenn man 9 durch y ersetzt, übergehen in: 





py—1l 
a— by 0 
oder in: 
pP—l 
a — by =. 


7. Die Congruenz (23) dient aber nicht allein dazu, das 
Vorzeichen von b, sondern auch dazu, in Verbindung mit einer 
andern ähnlichen Congruenz die Zahlen a, 5 selbst zu bestimmen. 
Setzt man nämlich in dem allgemeinen Ausdrucke für % (A, k, g) 


jetzt =3. Be, k= ER so kommt: 


u=p—2, ee ind. (ut?) 
ey ie ”) 


p—1 


=a— bg” (mad.'p); 





| 


‚andererseits wird nach dem Satze der Nr. 2, dar + % 


also >p —1 ist, 














sein. Da 
Beer N pt3n 2-3 an »+3 

2 as 20) 2 = v2 —— vo» ® 
so lässt sich die rechte Seite dieser Gongruenz auch auf die 


Form bringen: 
1 uk 
Ba: | 5) 


il . a 














sodass man findet: 


Fi — 1 
ae Sie. 
(24) Are 


ap BEN Al 





Aus den beiden Formeln (23) und (24) ergiebt sich durch 
Addition: 


(25) az (— =, 1105) 





(26) | Be p—1 R II) 


Hier kann man noch bemerken, dass aus Wilson’s Satze: 








1.2.3....pP — 1) =— 1 (mod. p) 
und den Congruenzen: 
pP—- 1=—1,p—2=—2,... ?E1=_2Il mod. p),- 
ext 
da er gerade undg ° = —. 1 (mod. p) ist, sich die folgende 
Beziehung: 
n2_ = 
(\ 2 3 ee) = z R 
also 
\ er 
(27) 1.2.3....5- = —+g (mod. p) 


ableiten lässt, in welcher das positive oder negative Vorzeichen 
der Wahl von y gemäss genommen werden muss. Wendet man 


diese Beziehung an, so findet man aus (26): 
p—1 


(28) +25. ( TI = (—1) * (mod. p), 


wo das Vorzeichen dem Vorzeichen in (27) correspondirt. 

Die beiden Formeln (25) und (28) sind sehr interessant, 
weil sie lehren, eine Zerfällung der Primzahl p in die Summe 
zweier Quadrate direct zu bestimmen. In der That, durch diese 
Formeln sind nicht allein die Reste von «, b (mod. p}, sondern 
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diese Zahlen selbst vollkommen bestimmt. — Es ergiebt sich nämn- 
lich leicht aus der Formel p = a? + b?, dass a und b den abso- 


ER : 
luten Werth Zr nicht übersteigen dürfen. Denn a? = p — b? 


ist <p — 1; wäre abera=—+ (= ze E= «'), während a’ posi- 


tiv ist, so ergäbe sich a > p — 1, und ähnlich ist es mit D. 
p—1 
2 





Hieraus folgt, dass a, b die absolut kleinsten, zwischen — 


—1 ? 
und + —— enthaltenen Reste sind, welche den Congruenzen 


(25) und (2 6 senüge leisten. 

Wir fassen die letzten Resultate in folgenden Satz zusammen: 
Bestimmt man dieZahlen ab als dieabsolutkleinsten. 
Reste, welche den Congruenzen 


»—1 
} 4 


(mod. p) 








Genüge leisten, so erhält man unmittelbar die Zer- 
legung von p in die Summe zweier Quadratzahlen, 
nämlich 

p=a—+b?. 

Dieser Satz, in ein wenig anderer Gestalt, ist zuerst von 
Gauss in seiner ersten Abhandlung über die biquadratischen 
Reste*) angegeben worden. Er bemerkt daselbst noch, dass, 
während über das Vorzeichen von a in der vorher ausgeführten 
Art entschieden werden kann, ein ähnliches Criterium zur Be- 
stimmung des Vorzeichens für die Basis des geraden (uadrates 
ihm nicht bekannt sei. Während ein solches auch bis jetzt, soviel 
ich weiss, nicht für jeden Fall aufgefunden ist, werden wir auf 
ein, für den Fall p—=8n-+-5 von Stern angegebenes Crite- 
rium bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen haben.. 


*) Gauss, theoria residuorum biquadraticorum commentatio prima, 
in seinen Werken Bd. II. Derselbe Satz findet sich auch bewiesen in 
Cauchy’s mem. sur la theorie des nombres pag. 728, sowie in 
Lebesgue, recherches sur les nombres, in Liouv. J. Bd. 2 pag. 283, 





— 1335 — 


Elfte Vorlesung. 
Fortsetzung: Die Fälep=6» +1 undp=8n-+1. 


1. Wir setzen, um eine zweite Anwendung der in 
der vor. Vorl. entwickelten Principien zu machen, 
p von der Form 6n 4 1 voraus, sodass p — 1. den Factor 3 
hat, der jetzt für e genommen werden soll. Dann liefert die 
Formel (7) die folgende: 

s u=Pp—2 u=P—2 
(1) p= 32 gind.(ut) . 2 g ind. (ur) , 

> | | 
wenn man mit e eine imaginäre cubische Einheitswurzel be- 
zeichnet. Die beiden Summen sind resp. gleich 


4, 404 Azo? und 4, + A0?+ 420, 
wo Ag Ay, 4, die Anzahl bezeichnen, wie oft ind. (wu + u?) einer 
der ‚Zahlen O0, 1, 2 resp. (mod. 3) congruent ist, sodass die 
Gleichung besteht: 
(2) 4+4+4=r—2. 
Da aber o die Gleichung 1 + o + o®=0 befriedigt, kann man 
die Summen in der vorigen Zerlegung auch auf die Form 

abe und a + bo? 

bringen, worin a, b wieder ganze Zahlen, nämlich 
(3) aA — A,b= A — 4 





sind, und da das Product jener Werthe nach der Gleichung 
1-+0o-+0?=0 die Form a? — ab 4 b? annimmt, so erhält 
man wieder einen interessanten Satz der höheren Arithmetik: 
Jede Primzahl von der Form 6n 4 1 kann in dieForm 
a? — ab + b? gesetzt werden. 

Derselbe kann noch in einer etwas verschiedenen Gestalt 
—1+/-3 7 re 
02, 0 
. gewählt werden darf, so gehen die Ausdrücke a — bo,a—- bo? 
AI Bye B Bern 

2 { 2 
(4) A=2a—b, B=b 
gesetzt wird, und aus (1) folgt die Gleichung: 


ausgesprochen werden. Da nämlich e = 








in resp, über, wenn 
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(5) 4p—=4°+43B8, , | 
d. h. der Satz: Das Vierfache jeder (ungeraden) Primzahl 
von der Form 6n +1 kann als Summe aus einem ein- 
fachen und einem dreifachen Quadrate dargestellt 
werden. 
Nehmen wir wieder als Beispiel » = 13. In diesem Falle 
findet man: 
1 5, 6 A EU 
Bed, 8,10, 91 4.2 1:1% 46 
ind. (e +4 u2) = 5, 13, 18, 19, 10, 8, 10, 7, 6, 13, 17 
ind. (u + u?) = 2 1,2; 270 


also 
= 11 


u 

Domuutı) 2 +60 + 3? = — 1438, 
Bl 

ee ih, 42 —- Han 


und die Zerlegungen: 
15-17 217238 5323 4. 1350 1.3, 3°, 
Wird zweitens »p = 19 gewählt, so wird gefunden, wenn für 
die primitive Wurzel g die 2 genommen wird: 
Bee uno 002060, 1,.85,9, 10, 18, 225 
Tas 190,17, 18 
mus. 2, 16214, 6,7 3,8, 17, 12,15, 
DET FASLOI 
1 


ind. (u Eu?) = 1,14, 15, 18, 30, 20, 9, 11, 25, 29, 27, 20, 
129:18:-19,114819 
Beuel 1,1 2,.0,°0,.0,-23,:-0,2,-1,-2, 0,2, 
0,20,:0572,% 2 /mod. 8), 
also 


LT 5 
Rs —=8430460?—=2 — 30, 
1 


a A 
und die Zerlegungen: 
9=2172.3432,4.9—= 7213.32 
2. Um zu untersuchen, welchen Rest die Zahl a 


(mod. 3) lässt, gehen wir aus von der Gleichung: 
u—p—1 
(w*, r) ee eG ‚ru 


"u=!t 
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. D n—1 . 
und setzen darin successive h = a wodurch @* = e wird, und 


PER | 3 ! 
h=2."T—, so entstehen die beiden Gleichungen: 
oO 
Mer u=p-—l 
(6) (0, r) = Seal rs (o?, r) wa Digrind ‚ru, 
u=l Te! 


Ferner findet man aus Gleichung (34) der 8. Vorlesung für e=3, 
= u und «= o [olgendes Resultat: 
er 
3 
en’= (1) .pYı () 


» —1 > 
oder vielmehr, da — gerade ist, 


en’ =». Yı (0) 
während bei der Voraussetzung A = Pr aus den Formeln (28) 
und (30) ebendaselbst 


u=p—2 u=p—2 
v, (0) — Dina a—2ind. (141) an: 
u=1 ui 
hervorgeht. Die vorletzte Gleichung kann demnach auch so ge- 
schrieben werden: 


() (er)? =p(a + be), 
wenn-a, b dieselben Zahlen bezeichnen, wie zuvor. 
Endlich giebt die Gleichung (29) der 8. Vorlesung unter der- 
selben Voraussetzung die Relation: 
: p—1 
(8) ern). n)=—1)".D 
aus welcher man mit Rücksicht auf (7) und, da 
p= (a+ be) (a + be?) 
gefunden worden ist, 
(9) (0, 7)? = p(a + be’) 
erhält. 
Nun liefert die Erhebung der ersten der Gleichungen (6) 
zum Cubus folgende Gleichung: 


(e, r)» een BERN. „ru u 3.W, 
wa 
in welcher W eine ganze Function von’ r mit ganzzahligen com- 
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plexen Coöfficienten von der Form «+ße ist, also gleich U+oV 
gesetzt werden kann, wenn U, YV solche Functionen mit reellen 
A=p—1 
Coöfficienten bedeuten. Da nun 0 —=1 und DI 2 = — 1 ist, 
Det 
ergiebt sich mit Rücksicht auf (7): 
(10) pla+bo T1=3(U-+ Pe). 

In dieser Gleichung darf o durch 0? ersetzt werden, da die 

entstehende Gleichung: 

a). p(a+ be) +1=3(U-+ Ve‘) 

aus.der Erhebung von (e?, r) zum Cubus in ähnlicher Weise ab- 
geleitet werden kann. Durch ihre Verbindung mit der vorigen 
findet man aber die Gleichungen: 

pa+t+1)1—- 0)=3U(ll--o), asopa+1=37T, 

pbe(1—o)=3Ve(l — o) also pb=3V, 
aus denen. man, weil sie Beide nur r und ganze reelle Zahlen 
enthalten, wegen der Irreduetibilität der Kreistheilungsgleichung 
die Congruenzen 
pat1=0,pb=0 (mod. 3), 
folglich auch, dap = 1 (mod. 3) ist, die folgenden: 
a=—1,b=0 (mod. 3) 
erschliesst *) 

3. Auch hier kann, wie von der Zerlegung der Primzahlen 
in die Summe zweier Quadrate gezeigt worden ist, die Zerlegung 
der Primzahlen » von der Form 6n 4 1 in complexe Factoren 
von der Form a bo oder ihre Darstellung in der Form 
a? — ab + b? oder endlich, was auf dasselbe hinauskommt, die 
Darstellung von 4» in der Form 4? -- 32? durch elementare 
Formeln direct bestimmt werden. 

Um dies zu erreichen, setzen wir in dem Ausdrucke % (A, k, g) 


für % und k den Werth a; dann wird 


*) Setzt man hiernach 7=3ß, so nimmt die Gleichung (5) die 
Gestalt 
4p = A? + 27? 
an, und man beweist leicht mittels derselben Principien, die in Nr. 4 der 
vorigen Vorlesung angewendet worden sind, dass eine solche Zerlegung 
von 4p nur auf eine Weise möglich ist, 
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u—mp—2np— 


v1 p—1 y 3 N ind. u—2ind. (I+1) 
( 


ui 





w—p—2 p— H 
al 3 )a2 (u-+Hu?) (mod. 2) 
u=1l 
a, Re 
Da aber 9 " resp. den Zahlen 1, y R g (mod. p) congruent 
ist, senathdäh k=0,1, 2 (mod. 3) ist, und da die Congruenz 


stattfindet: 


| Pe 
r 9) 232 Elan ne 
so reducirt sich offenbar jene Summe (mod. p) auf 
I Br Pl 


FARBEN R ER ’=atb.g" Ampiemı 
wenn Ay. A), Ay, a, b dieselben Zahlen sind, wie im Vorhergehen- 
den. Da andererseits wegen der Bedingung A +k<p—1 der 
Ausdruck % (Ah, k, g) durch p theilbar ist, findet sich 


Land - en 
13:4 +49’ Ag za tip SO 
Wenn dagegen h=2. BZ, : I gesetzt wird, 
also A+%k> p—- List, so ergiebt sich 
n=p—-2 ,Pp- „ p—1 
o(@ AzEN 2.?7,0) In Een A, ablar 5 


no Pp); 


und nach dem Satze in Nr. 2 der vorigen Vorlesung folgende 
CGongruenz: 


; 2. er m 1 Pi 3 Ze 
3 
1) +49 "+Ag’=atdbg 


(mod. p). 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen (4) schliesst man aus 
den Gongruenzen (12), (13) und (14) die folgende: 


(15) A=Z- II 5 


— (mod. p), 





welche vermittelst der Gongruenzen: 


(mod. p) 
auch so geschrieben werden kann: 


16) 4 er’, ) = — pi) = +1 (mod. p) 


und dann den später zu benutzenden Satz lehrt, dass 
die Zahl A eubischer Rest von pist. In der That, man 


kann z so wählen, dass z. | [ 6 = 1 (mod. p) wird; durch 


Multiplication der Gongruenz (16) mit 2? ergiebt sich dann aber 
AZ z? (mod. p), d. h. A als Rest eines Cubus. 
Der CGongruenz (15) kann man nachstehende Form geben: 


A-+B (\ -F 24°) = (0 (mod. p) 


oder auch wegen (12) folgende Form: 
pl 2 pr—1 


(17) A+B er g 2 ) —=0(0 (mod. p), 


welche je nach der willkürlich getroffenen Wahl der primitiven 
Wurzel g das Vorzeichen von 2 bestimmt; denn es ist leicht zu 
sehen, dass dies Zeichen sich verändert, wenn man statt g eine 
andere primitive Wurzel y passend wählt. In der That, alle 
übrigen primitiven Wurzeln zerfallen in zwei Classen, jenachdem 
ihr Index von der Form 3n + 1 oder 3r + 2 ist, und dass es 
in jeder dieser Classen wirklich primitive Wurzeln giebt, folgt 
daraus, dass g+* eine primitive Wurzel ist, wenn k gegen p—1 
prim ist, und dass dann k durch 3 nicht theilbar ist, also stets eine 
der beiden Zahlen % und p— 1—% die Form 3n +1, die 
andere die Form 3n + 2 haben muss. Ersetzt man nun in (17) 
g durch eine primitive Wurzel y der zweiten Glasse, so ergiebt 
sich leicht: 
vl 9,P-! 


A—B(y ; —y Er I (mod. p), 
wie behauptet wurde. 

Durch die Congruenzen (16) und (17) sind nun die Zahlen 
A,B vollständig bestimmt; denn, dasie der Gleichung4p = 4?—+3B? 
genügen sollen, so können sie numerisch nicht grösser als y—1 
sein. Dies erhellt für- die beiden ersten Primzahlen von der 
Form 6n + 1, nämlich p=7 und p = 13, wenn man ihre 
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Zerlegungen wirklich aufstellt: 


4.7—=R?43.39%,4.3—=-5?+3 


jede grössere Primzahl p von dieser Form aber genügt der Un- 


oleichheit A < = da nın 4? <4p, B? <A4p ist, wird auch 


„ ’ REN e ; 
A m ER FT sein müssen, woraus das Behauptete folgt *). 


Auf solche Weise gelangt man zu folgendem Satze, welcher dem 
in Nr. 7 der vorigen Vorlesung ausgesprochenen ganz analog ist: 
Bestimmt man A, Baals die absolut kleinsten Zah- 
len, welche den Gongruenzen: 
Er Br p—1 


p 
»—1) Ber 7 ER re RR 
4(] 1) —1, A+2(9 g 2 (mod. p) 


genügen, so zerfällt das Vierfache der Primzahlpvon 
der Form 6n + 1 nach der Gleichung: 4p = 4? 4 3B? 
in die Summe eines einfachen und eines dreifachen 
Quadrates. 

Noch muss bemerkt werden, dass sich wieder a priori an- 
geben lässt, mit welchem Vorzeichen. die Basis des einfachen 
(Quadrats durch diese Methode erhalten wird; denn, da A=2a—b 
ist, folgt aus den Congruenzen «= — 1, b=0O (mod. 3) die 
dritte: 4=—+-1 (mod. 3), welche das fragliche Vorzeichen bestimmt. 

Dieser Satz ist bereits in Grelle’s J. Bd. 2 in einer kleinen 
Abhandlung (de residuis cubicis commentalio numerosa) von 
Jacobi ausgesprochen worden. Er findet sich ferner bewiesen 
in CGauchy’s mem. sur la theorie des nombres, pag. 725, und 
in Lebesgue’s recherches sur les nombres in Liouv. J., Bd. 2, 
pag. 279. Vgl. auch Stern in Cr. J, Bd. 7, pag. 104, Clausen 
ebend. Bd. 8, pag. 140, sowie die Bemerkungen von Stern zu 
dieser letzten Notiz, ebendas. Bd. 9, pag. 97. 

4. Endlich wollen wir die Primzahlp vonder Form 
8n +1 voraussetzen. Da sodann y—1 den Theiler 8 hat, 
dürfen wir diesen für e wählen, und erhalten, wenn wir in der 


- r —1 
Formel (6) voriger Vorlesung n=4,h=f= nn und oa —=« 


setzen, sodass @ eine primitive Wurzel der Gleichung «° = 1 
*) Es folgt auch daraus, dass 4? < 4p-— 27 ist, was in der Form 


1(p® — (p — 8)? — 44) geschrieben werden kann. S. Cauchy, mem. s. 
la th. des nombres. 
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und = —1 wird, die Gleichung: 
u=p—2 =p— 


(18) Er DI .u+-3ind. (1-+u) 2 Ex ind. «—3ind. (I+u), 


worin die er Summe den Werth des Ausdrucks 
(a, r).(e#, r) 
(19) le ne 
repräsentirt. Multipliciren wir den letztern im Zähler und Nenner 
mit (a®, r).. (@, r), so kommt: 


BOTEN (der). Kor) 
Y, (@) “rE (@”, r) 3% (03, r). (@, r) - 





Nun liefert die Formel (29) der 8. -Vorlesung, wenn darin 
successive A=f und k—=3Ff gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 
20) (37). (e,n) = (— 1/V.», (ed, 7). (ed, n)—=(— 1%.p», 
aus denen man schliesst, dass die vorige Gleichung einfacher 


(a?, r) . (a®, r) 


YD, («) > (@?, r) 





d. h. ö 

21) (= v, () 

ergiebt. Setzt man daher 

YA tAR + Ara Aa HA at + Aa’ + Aa + 4,0 
oder, mit Rücksicht auf die Gleichung «! = — 1, 

ve) (bh — Alt ld — A)a + (4 — Ada + (A, — Ar)e?, 
so wird 

(ed) = (4— 4) + (A;— 4) @ — (A, — A,) a? + (A, — A,) a? 
und die Vergleichung beider Ausdrücke liefert wegen (21) die 
Beziehungen: 


(22) N Re N N ER 
Wenn also zur Abkürzung geschrieben wird: 





‚so findet man 
y,()=atb(e-+ 0’ 
also auch, da a t—=uT = — 03, an? —= 0° 
le) =a— bat e) 
und endlich aus n die Gleichung 
p=a — b’ (a + as, 
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= —_— [04 ist, 
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Diese vereinfacht sich, wenn man bemerkt, dass 

= +2t + = a— 2 — "= —2 
ist, und nimmt dann die Form an: 

(24) — a? + 20%. 

Ist also »p eine Primzahl von der Form 8n +1, so 
kann sie stets als die Summe aus einem einfachen 
und einem doppelten Quadrate dargestellt werden. 

5. Der Satz in Nr..2 der vor. Vorl. gestattet nun wieder, 
die Zahlen «, db, aus deren Quadralen » zusammengesetzt ist, 
direct zu bestimmen. In der That, setzen wir in der Function 
ı» (h,k,g) zunächst A=f, k—=4 f, so ergiebt sich, dA + k=5f 
also en — 1 ist, nach dem ersten der dort unterschiedenen 
Fälle 


v(f,Af,g) = 0 (mod. p), 
während andererseits 
n=p—2 
(25) v(fAf g) > g/ind. «+3 ind. (+4), (mod. p) 
wi 
ist. Geben nun die Zahlen A,, 4,,.... 4, resp. an, wieolt 
ind. «+ 3 ind. (1 + u) den Zahlen 0, 1,..... 7 (mod. 8) con- 
gruent wird, so sind sie mit den in der vorigen Nr. ebenso 
pr—1 

bezeichneten Zahlen identisch, ünd da ausserdem „—=g’ =—1 
(mod. p) ist, wird die Summe auf der rechten Seite der Congruenz 
mit Rücksicht auf die Gleichungen. (22) und (25) leicht dem 


folgenden Ausdrucke: 


(26) a+b( + g”) 
(mod. p) congruent gefunden. Also erhält man 
(27) a+b(g + g)=0O (mod.p). 


Wenn zweitens in y (Ah, k, g) für A, k die Werthe 7/, Af ge- 
wählt werden, folgt nach dem zweiten Falle desselben Satzes 
II5f 





UILALn= TIf. af (mod.p); 
andererseits ist 
; u=Pp—2 u=r—2 
v(Tf,4f,g)= Du a+5ind.(i+)) — Das ut3ind. (I+u)) , 
=] rei 


Da diese Summe aus der in (25) enthaltenen hervorgeht, 
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wenn g durch g? ersetzt wird, und g/ = g% . gY = — g’, 
Piz gY/ = — gf ist, findet man nach dem Ausdrucke (26) jener 
Summe die Beziehung: 


v(tf,Af,g)=a—b(g + g”) (mod. 7) 


und folglich 
Ilöf - 








(28) a—b(i + yN)= < np. Haf (mod. 2). 
Aus den Congruenzen (27) und (28) ergiebt sich 
115 
(29) a=—Ht. nf. ur (mod. p), 


und sodann liefert die zweite derselben zur Bestimmung von b 
die CGongruenz: 


II 
(30) (HN) = 4. ap mod. p). 


Da nun wieder, wie genau durch das in Nr. 7 der vorigen 
Vorl. angewendete Verfahren erkannt werden kann, a, b die absolut 
kleinsten Reste sein müssen, welche. diesen Congruenzen ge- 
nügen, sind sie durch dieselben völlig bestimmt, und man findet 
den Satz: 

Man erhält die Zerlegung einer Primzahl p von 
der Form 8r +1 in die Summe eines einfachen und 
eines doppelten Quadrates nach der Formel (24), wenn 
man a, b als die absolut kleinsten Werthe bestimmt, 
welche den CGongruenzen 


ib 1I5f Br. II5 
3 : Nf.naf’ b (+ g’T) 7 % "If: AT (mod. P) 





Genüge leisten. 

6. Endlich lässt sich durch ganz ähnliche Be- 
trachtungen, als wir bei der Zerlegung von p in die 
Summe zweier Quadrate angewendet haben, nach- 
weisen, dass die so bestimmte Zahl a, welche offen- 
bar ungerade sein muss, durch 4 getheilt, den Rest 3 
lässt, wodurch über das Vorzeichen der Basis des einfachen 
Quadrates, wie sie der vorige Satz liefert, a priori entschieden 
wird. Geben wir zu diesem Zwecke zunächst dem Ausdrucke (19) 
die andere Gestalt: 

ar) ler er) 
Y («) — | De ET .- r) 
und beachten, dass «dd = — 1, also (a, r)? = (— 1, r)? nach 
10* 
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Nr. 3 der 9. Vorlesung gleich p ist, sowie andererseits die 
Gleichungen (20), so kann man die vorige auch so darstellen: 
a1) Ye) = N. %5 (a), 

während 


uU=P—2 
ı», (e&) = ind. u-+4ind. (1+«) 


u-1 
ist.. Schreiben wir einfaclıer 


Y, («) Darth, 


wo A = ind. uw, kind. (1 + u) gesetzt ist, so hat A alle Werthe 
0,1,2,....p— 2 zu durchlaufen, mit einziger Ausnahme von 


—1 Da : 
Pe ‚ und % ist jedesmal durch die Gongruenz 


g" = 1 -- g* (mod. p) 


zu bestimmen. Denkt man sich ferner %, («) auf die Form 


A+B(« + 0°) 


gebracht, welche es nach der Gleichung 


v()=atb(a+ 0) 
haben muss, da es sich. von %, («) höchstens durch das Vor- 
zeichen unterscheidet, so ist zuerst: 


(32) a=(— 1/.4; 

A aber erhält man offenbar, wenn man in der Summe, 
welcher %, («) gleich ist, A nur alle zulässigen Vielfachen von 
4 oder, wenn A=44' gesetzt wird, X die Werthe 0, 1,2,....2f—1 
mit Ausnahme von f durchlaufen lässt, wodurch man, da a" —-+1 
oder = — 1 ist, jenachlem m gerade oder ungerade ist, 


(33) Az Didi 


findet. Dabei muss A” die angezeigten Werthe durchlaufen und 
k jedesmal durch die Congruenz: 


g"=1 + g"* (mod. p) 
bestimmt werden. Ist nun zuerst A’ = 0, so wird 9“ = 2 (mod ».), 
und da (nach Nr. 5, 15. V.) 2 quadratischer Rest von p ist, wird 
k gerade, das entsprechende Glied der Summe also gleich + 1 
sein. Die übrigen Werthe von A’ können paarweise so zusammen- 
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gefasst werden, das f— v, f+4v ein Paar bilden und man 
alle Werthe von A erhält, wenn v die Reihe 1,2,3....f—1 
durchläuft. Seien %', % die zu einem Paare gehörigen Werthe 
des %; dann findet man: | 
2 u EEE a al) ET ee EEE) 
d. h. g*°+# ist quadratischer Rest (mod. p), %P + # gerade und 
R,K eichzeitie gerade oder gleichzeitig ungerade. Daher Hässt 
sich, wie leicht zu sehen, die Gleichung (33) auch folgender- 
massen schreiben: 
v=f—1 v‚=/-1 
a) A Be Fr (ip. 
De! | v1 

Wenn demnach N bezeichnet, wieoft der Exponent v + # 

ungerade ausfällt, folgt hieraus 

GuV. 0 — 2. 4), 
also nach (32): 

a=(— 1 +2(f—1) (mod. 4), 
welche Congruenz in beiden möglichen Fällen, ob f gerade oder 
ungerade sei, wie behauptet worden ist, 

az — 1 (mod. 4) 

ergiebt. 

Zum Schluss mag erwähnt werden, dass die Anzahl « auch 
noch durch eine, etwas von der Congruenz (29) verschiedene 
Congruenz definirt werden kann. Zu der Function b, (e) stehen 
nämlich die Ausdrücke 


ver 3h9, VW Sf g 
in derselben Beziehung wie die Ausdrücke 

v(RAß od), WIR ALT) 
zur Function w, («@). Verfährt man nun genau ebenso wie in 
Nr. 5, so erhält man die Congruenzen: 





ER gr) = } 

a Rollen nenn ie 
woraus nach der Gleichung (32) 
(34) 2a=(—ı) tt. nf. er (mod. p) 


hervorgeht. 


Pz 
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Die, in den letzten drei Nummern abgeleiteten Resultate 
finden sich in Jacobi’s Abhandlung im Cr. J. Bd. 30*), nur 
die zweite Congruenz, welche zur Bestimmung von «a gefunden- 
worden ist, nebst noch einer andern ist von Stern**) an- 
gegeben worden. 


/Zwölfte Vorlesung. 
Die complexen ganzen Zahlen von der Form a + bi. 


1. Wir kehren nunmehr wieder zur Theorie der Potenz- 
reste zurück und beginnen unsere weilern Untersuchungen mit 
der Betrachtung der biquadratischen Reste. 

Eine gegenp prime Zahl m heisst biquadratischer 
testoder Nichtrest (mod. p), jenachdem die Congruenz 
a!= m (mod.p) möglich ist oder nicht. Die Entscheidung 
dieser Frage kommt hauptsächlich wieder, wie bei den quadrati- 
schen Resten, auf die speciellere zurück, ob eine gegebene 
Primzahl von einer andern Primzahl biquadratischer Rest sei, 
oder Nichtrest. Als Gauss, welcher zuerst Untersuchungen 
darüber angestellt hat,***) diese Fragen in Angriff nahm, boten 
sich ihm zwar für eine Menge specieller Fälle- einzelne Sätze 
dar, jedoch konnte er durchaus kein gemeinsames Band zwischen 
ihnen entdecken, wodurch er dahin hätte geführt werden können, 
das hier herrschende allgemeine Gesetz aufzustellen. Endlich — 
man vermulhet, dass gleichzeitige Untersuchungen über die Theorie 
der elliptischen Functionen ihm den Gedanken geboten haben — 
fand er das richtige Princip und that einen Schritt, den man 
stets der höchsten Bewunderung werth halten wird, und welcher 


*) Vgl. auch in the Report of the British Association for the 
advancement of science, Jahrg. 1863, den Report on the theory of 
numbers von Smith, Nr. 121. Cauchy, mem. sur la theorie des 
nombres, note 13. 

**) in Crelle’s J. Bd. 32 pag. 89. . 

**%*) In seiner ersten Abhandlung theoria residuorum biquadrati- 
corım, math. Werke, Bd. 2. 
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gewissermassen der Zahlentheorie eine ganz neue Welt eröffnet 
hat: er verliess den Boden der reellen Zahlen und führte die 
sogenannten (einfachsten) complexen Zahlen ein, nämlich die 
Zahlen ‚von der Form «@ + bi, in welcher a, b reelle ganze Zahlen, 


i aber das Zeichen Y— 1 bedeutet. Sobald man diese Zahlen, 
welche bei den gedachten Untersuchungen die Rolle der Elemente 
spielen, in die Betrachtung einführt, nimmt Alles einen ganz ein- 
fachen Character an .und gehorcht ‚ganz ähnlichen Gesetzen, als 
wir sie bei den quadratischen Resten gefunden haben. Hierin 
allein schon liegt die Berechtigung, ja die Nothwendigkeit für 
die Einführung der complexen Zahlen, auch wenn nicht andere 
Umstände, auf welche einzugehen bier nicht der Ort ist, sie be- 
stäligten. Bemerken wir in dieser Beziehung nur, dass schon 
die Untersuchungen, welche wir in der 10. Vorlesung angestellt 
haben, von einer andern Seite her die Erkenntniss geliefert haben, 
wie die complexen Zahlen sich naturgemäss der Betrachtung dar- 
bieten, ja aufdrängen. Indem wir sie daher hier den Unter- 
suchungen über biquadratische Reste zu Grunde legen, müssen 
wir vor Allem die Principien ihrer Theorie entwickeln. Dabei 
dürfen wir die Regeln, nach welchen die einfachsten Rechnungs- 
operationen mit complexen Grössen zu vollziehen sind, als be- 
kannt voraussetzen und uns hinsichtlich ihrer Theorie auf die- 
jenigen Sätze und Bemerkungen beschränken, welche für das 
Folgende wesentlich sind. Ausführlicheres darüber findet man in 
Gauss’ 2” Abhandlung über biquadratische Reste*) oder in 
Dirichlet’s Abhandlung: recherches sur les formes quadratiques 
a coöfficiens et a indeterminces complexes in Cr. J. Bd. 24, be- 
sonders aber in einem Schulprogramm des college royal francais 
zu Berlin®*), welches eine Dirichlet’sche Vorlesung über die 
Theorie der complexen Zahlen reproducirt. 

2. 1) Zwei complexe Zahlen «+ di und a — bi, welche 
sich nur’ durch das Vorzeichen von : von einander unterscheiden, 
heissen conjugirte complexe Zahlen und das Product 


derselben: 





*) Theoria residuorum biquadraticorum commentatio Il in Gauss’ 


W. Bd. I. 
**) Vom Jahre 1863: el&mens de la theorie des nombres complexes 


de la forme a +5 V—1, d’apres un cours de M. Dirichlet, par 
G. Arendt. | 
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(a + bi) (a — bi) = a? + b* 


heisst ihre Norm. Diese soll durch N (a + bi) bezeichnet 
werden; offenbar ist Na #b)=N (a — bi). 

2) Jede complexe Zahl, deren Norm der Einheit 
gleich ist, soll eine complexe Einheit heissen; aus der 
Gleichung «a + db? = 1 findet sich leicht, dass es nur vier 
complexe Einheiten giebt, nämlich +1, — 1, +, —i. 

8) Die Zwei ist in der Theorie der complexen Zahlen nach 
der identischen Gleichung: 


SET HUT len 

noch in Factoren zerlegbar. 

4) Eine complexe Zahl «+ bi, bei welcher a und 
b geradesind, soll gerade genannt werden. Jede gerade 
complexe Zahl ist also durch Zwei theilbar, und offenbar auch 
umgekehrt. Eine Zahl «+ bi aber, bei welcher a und b 
ungerade sind, soll halbgerade heissen; jede halbgerade 
complexe Zahl ist durch 1-3: theilbar; denn, setzt man a=2« +1, 
b=2ß-1, so findet man 


ati=1+i4+2 ++) ta +B+ilB—o). 
Umgekehrt ist jede durch 1: theilbare complexe Zahl 


entweder eine gerade, oder eine halb-gerade complexe Zahl; 
denn, setzt man 


atbi=(1+1)(4-+ Bi), 
so folgt «= 4 — B,b=4-+ DB, diese beiden Zahlen sind aber 
entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade, da ihre 
Summe durch 2 aufgeht. Eine complexe Zahl a-+ bi end- 
lich, in der von den Zahlen a, b die eine gerade, die 
andere ungerade ist, soll ungerade genannt werden. 

5) Multiplieirt man mit den vier Einheiten die complexe 
Zahl «a + bi, so entsteht eine Gruppe von vier Zahlen: 

at bi, —a— bi, -—b+ai,b —ai, 
welche associirt genannt werden sollen. 

6) Eine complexe Zahl « + bi soll primär heissen, wenn 
a— 1 und db durch 4 getheilt entweder gleichzeitig den Rest 
Null oder gleichzeitig den Rest Zwei lassen. Conjugirte Zahlen 
sind immer gleichzeitig primär oder nicht primär. 

7) In jeder Gruppe associirter ungerader Zahlen 


= 


a+bi, -— a— bi, -b+ai,b—ai 

giebt es eine primäre Zahl. Ist nämlich etwa a gerade, b ur 
gerade, so ist eine der Zahlen + b, — b von der Form An +1, 
die andere von der Form An + 3; ist also a durch 2, aber nicht 
durch 4 theilbar, so wird diejenige der beiden Zahlen 5 — ai, 
— b-+.ai primär sein, in welcher der reelle Theil die Form 
An + 3 hat; wenn dagegen a durch 4 theilbar ist, so wird die 
andere jener Zahlen primär, bei welcher der reelle Theil von der 
Form 4n + 1 ist. Und ähnlich verhält sich’s in jedem andern 
Falle. Ist 5 = 0, die complexe Zahl also reell, so redueirt sich 
die Gruppe der associrten Zahlen auf zwei: + a und — a, von 
welchen diejenige primär ist, welche die Form 4n + 1 hat. 

8) Eine Zahl soll als complexe Primzahl bezeich- 
net werden, wenn es nicht möglich ist, sie in zwei, 
reelle oder complexe, Factoren zu zerlegen, welche 
Beide von complexen Einheiten verschieden sind. 

8. Der Grund, warum bei Einführung der complexen Zahlen 
die Lehre von den biquadratischen Resten sich einfacher ge- 
staltet, liegt darin, dass hier die reellen Primzahlen noch nicht 
die einfachsten Elemente der Untersuchung sind, sich vielmehr, 
als complexe Zahlen aufgefasst, noch weiter zerlegen lassen, wie 
dies soeben für die Zwei schon gezeigt wurde. Die Primzahlen 
von der Form An + 3 behalten freilich auch hier die Bedeutung 
von Primfacloren. Denn, setzen wir 


(1) g=(a-+bi) (e + Pi), 
- so ist zunächst zu bemerken, dass in keinem der Factoren die 


reellen Elemente gleichzeitig durch g theilbar sein können; den», 
wäre 2. Be a=a«ag,b =b'g, so würde 


g=ga(d + bi) (e + Pi), 
g=4(d — bi) (ae — Pi), 


Br, (702 Pan? 2 

= —=g (a 8’) le Pl} 
d.h. a? +0? —=1,0 +ß?—=1 oder « + di, «a + Pi gleich 
Einheiten werden würden; die Zerlegung von g in complexe 
Factoren wäre also keine eigentliche Zerlegung. Dies voraus- 
geschickt, findet sich aus (1) 


?=(@4+ 8) @+P), 


woraus auch 


also 


— 154 — 


also etwa a? + b?=0 (mod. g). Da hier weder a noch 5 durch 
q theilbar sein darf, so bestimme man BD, was möglich ist, durch 
die Congruenz b B=1 (mod. g), dann findet man (a B)? = — 
(mod. g) d. h. — 1 wäre quadratischer Rest von g, gegen den 
in Nr. 2 der 9. Vorlesung erhaltenen Satz. 

Dagegen wissen wir Aus der Formel (15) der 10. Vorlesung, 


dass jede reelle Primzahl » von der Form An + 1 in der Form 


a? + b? darstellbar, also in das Product zweier conjugirt-complexer 
Factoren a + bi, a — bi zerlegbar ist. Diese spielen nun aber 
wieder die Rolle von Primfactoren; denn könnte man weiter zer- 
legen und setzen: 

a+bi= (a + Bi) (@ +) 
ohne dass einer der Factoren eine Einheit ist, so fände man 

p= («+ Pß°). (@® + PP) 

also eine Zerlegung der Primzahl p in zwei, von Eins ver- 
schiedene, reelle Factoren, was nicht angeht. | 


In der Theorie der complexen Zahlen von der Form a+ bi 


finden wir also neben der Primzahl 1 +; zwei Arten von Prim- 
factoren: die reellen Primzahlen von der Form An + 3 und die 
complexen Factoren der Primzahlen von der Form An +1. 
Da letztere offenbar ungerade complexe Zahlen sind, werden sie, 
mit einer passenden Einheit multiplieirt, primär. Die. reellen 
Primzahlen von der Form 42 4 3 werden primär, wenn sie 
negativ genommen werden. Jede complexe Zahl kann nur 
auf eine einzige Weise als Product solcher (primärer) 
Primzahlen dargestellt werden. Dieser Hauptsalz gründet 
sich auf die folgende Betrachtung: 

4. Sind m =a-t bi und m =a, + bi zwei be- 
lie »bige complexe Zahlen, so giebt .es stets eine 
complexe Zahl z=x--yi von der Art, dass 

N (m — m, 2) <4 N (m,) 
ist. Denn, ist & die ganze Zahl, welche dem reellen Theile, 
y diejenige, welche dem Coöffieienten von ö in dem Quotienten 





a ae, ab — ab, 
E 4-t bi 2 + br ar tb 


‚. . m - 
am Nächsten liegt, und setzt man = — z—= «+ Pi, 50 werden 
1 r 


. . m ’ 
n. NEN 2 \ ee 
«,ß numerisch nicht grösser als 4, also auch N ® :)—« +Pß 


fin 
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nicht grösser als 4 sein, und folglich, ‚wie behauptet wurde, 

di! =ı 
Nm—m.)<$N m). 

Setzt man nun die ganze complexe Zahl m — m, z = m,, 
so ist N (m,) <4 N (m,). Dieser Satz gestattet, eineReihe 
von Gleichungen aufzustellen: 

m = m,z + m, 
—mz tm; 
My — Mg %9 + m; 


. ° f} b) 


E 
| 


welche lauter ganze complexe Zahlen enthält, von denen die 
Zahlen m,, m,, ma, my, . . . . den Bedingungen 


N(m;) <4 N(m,), Nm) <& Nm), .... 
Genüge leisten, und welche eben deswegen nach einer endlichen 
Anzahl von Gliedern abbrechen muss. Diese Gleichungen 
dienen, gerade wie in der reellen Zahlentheorie, zur 
Berechnung des grössten gemeinsamen Theilers der 
beiden complexen Zahlen m und m,, und bilden die Grund- 
lage für alle Sätze über Theilbarkeit der complexen Zahlen durch 
andere, sowie für ihre Zerlegbarkeit in Primfactoren und dergl. 


Bemerken wir hier allgemein, dass, wenn in der 
Theorie irgend welcher complexer Zahlen, deren es 
unendlich viel verschiedene Arten giebt, wie wir denn noch in 
diesen Vorlesungen einige andere werden kennen lernen, ein 
ähnlicher endlicher Algorithmus zur Bestimmung des 
grössten gemeinsamen Theilers zweier Zahlen besteht, 
ganz dieselben Sätze über Theilbarkeit und Zerleg- 
barkeit in Primfactoren daraus gefolgert werden 
können, als in der reellen Zahlentheorie. Man vergl. 
darüber Dirichlet’s Vorlesungen über Zahlentheorie herausg. 
von Dedekind, Abschnitt I. Namentlich gilt dann stets, also 
auch für die complexen Zahlen «a — bi, der Hauptsatz, dass eine 
complexe Zahl nur auf eine Weise in die complexen Primfactoren 
zerlegbar ist; da jedoch jeder Primfactor mit einer beliebigen 
Einheit multiplieirt gedacht werden kann, so muss der Satz, da- 
mit er genau sei, auf primäre Primfactoren bezogen werden, 
indem man aus allen associirten d. b. nur durch Einheiten ver- 
schiedenen Primfacloren einen bestimmten als primär bezeichnet, 
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Nun ist eine Zahl m = a + bi, in welcher sowohl «a als b 
von Null verschieden, solange zerlegbar, als N (a + bi) noch in 
reelle Factoren zerlegbar ist. In der That, ist | 

(e +b) (a —bi)=r.s, 
so kann a—- bi keine Primzahl sein, denn sonst müsste, von 
Einheiten abgesehen, nach dem eben genannten Hauptsatze elwa 
abi gleich r, d.h. m=r.i sein, wo e einen der Werthe 
0, 1, 2, 3 annehmen kann, woraus entweder a oder 5b gegen die 
Voraussetzung sich gleich Null ergäbe. 

Hiervach kann eine complexe Zahl nur dann eine Primzahl 
sein, wenn entweder ihre Norm eine reelle Primzahl, oder sie 
selbst, von’ Einheiten abgesehen, einer reellen Primzahl gleich 
ist: Verbindet man dies Resultat mit den Ergebnissen der vorigen 
Nummer, so folgt leicht, dass ausser den dort angegebenen 
complexen Primzahlen keine andern exisliren, und daraus der am 
Ende der Nummer ausgesprochene Satz. 

Zusatz: Eine Primzahlp von der Form 4n-+-1 kann 
also auch nur aufeine Weise in primäre Primfactoren 
zerlegt, nämlich nach der 10; Vorlesung als Product 
zweier primärer conjugirt-complexer Factoren darge- 
stellt werden. Sind diese a+bi und «a —bi, so ist p=a?—+b?. 
Dies lässt sich daher, in Uebereinstimmung mit Nr. 4 der 10. Vor- 
lesung auch so aussprechen: Eine Primzahlp von der Form 
4n + 1 kann nur auf eine Weise in die Summe zweier 
Quadratzahlen zerlegt werden. 

5. Nennen wir zwei complexe Zahlen n und n’ in Bezug 
auf eine dritte complexe Zahl m = a + bi als Modulus_congruent 
oder incongruent, jenachdem die Differenz » — n' durch m theil- 
bar ist oder nicht, so gelten die Regeln für die einfachsten Rech- 
nungen mit Gongruenzen als Folgerungen der vorigen Sätze ge- 
rade, wie in der reellen Zahlentheorie. Man beweist z. B. auch 
auf demselben Wege, wie in Nr. 7 der 4. Vorlesung für reelle 
Zahlen geschehen ist, dass eine Gongruenz 


a + aa -+....+0a,=0 (mod. m), 


in welcher m eine complexe Primzahl, die Go6fficien- 
ten complexe Zahlen sind, nicht mehr als n incon- 
sruente Wurzeln haben kann. 

Alle Zahlen &—+ yi, welche der gegebenen Zahl & + Pi 
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mod. (a + bi) congruent sind, werden nach der Definition durch 
folgende Gleichung erhalten: 


ct yi=(a+b)(ttu)+te+ Pi, 
wenn in derselben i, u alle ganzzahligen Werthe annehmen. Da sich 
c=at—bu+te, y=au+bt-+-Bß 
ergiebt, so wird y= ß (mod. d) sein, wenn d den grössten ge- 
meinsamen Theiler von a, 5 bedeutet. Sei y, diejenige Lösung 
dieser Congruenz, welche kleiner als d ist, also y, aus der Reihe: 


(Y) 01, 2a ra; 


dann giebt es ganze Zahlen t,.u, welche der Gleichung au+bt 
—y, — ß genügen und, wenn 4, w, eine bestimmte Lösung der- 
selben ist, sind 


a . 


a z 
für ein beliebiges ganzzahliges z alle ihre Lösungen. Setzt man nun 
N (m 
oun=al—butre=ay, bw te-4 ur 
[2 
so lässt sich 2 ganz bestimmt so wählen, dass x, eine Zahl aus 
der Reihe: 





Nam) _ 
rd 
wird. Da &, + y,i aber « + Pi mod. (a + bi) congruent ist, 
so ergiebt sich das Resultat: dass jede ganze Zahl «+ Bi 
mod. (a + bi) einer einzigen Zahl x + yi congruent ist, 
in welcher &,y resp. den Reihen (x), (y) angehören. 

Alle N(m) Zahlen & —+ yi, welche entstehen, indem man die 


(x) IDEEN: 1 


N (m) 
d 
also unter einander incongruent, haben aber die Eigenschaft, dass 
jede andere Zahl einer von ihnen mod. (@ + bi) congruent ist. 
Theill man daher alle Zahlen in Rest-Classen, indem man die 
unter einander mod. (@« —+ bi) congruenten in eine (lasse zu-, 
sammenfasst, so ist die Anzahl aller Rest-Glassen gleich 
N(a 4 bi). Ein System von N (a + bi) unter einander incon- 
gruenten, also den einzelnen verschiedenen. Classen angehörigen 
Zahlen soll ein Restsystem mod. («a + bi) genannt werden. 

Die Zahlen & + yi bilden ein solches. 
Es verdient noch bemerkt zu werden, dass für eine zwei- 





Werthe des « mit allen d Werthen des y combinirt, sind 
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gliedrige complexe Primzahl « + bi die incongruenten Zalılen 
© — yi mit den Zahlen 
0,1,2,3,....N(a+tbi) —1 

zusammenfallen, da a und 5 keinen andern gemeinsamen Theiler, 
als d= 1 haben können, also y gleich Null, & aus der vorigen 
Reihe zu wählen ist. 

6. Jetzt bedeute m eine ungerade complexe Primzahl und 
«u ihre Norm. In einem Restsysteme (mod. m) bleiben nach Aus- 
schluss des einzigen, durch m theilbaren Gliedes ua — 1 Glieder, 
welche 7,,7, .-.. ru-ı heissen mögen und relative Primzahlen 
zu m sind. Dasselbe gilt daher auch von ihrem Producte 7, 73....ru-1- 
Ist nun n ireend eine durch m .nicht theilbare Zahl, so werden, 
wie leicht zu sehen, die Producte nr, nr, ....Nraı sämmt- 
lich incongruent und folglich, von der Reihenfolge abgesehen, 
mit den Resten 7,, 7... .7u-ı congruent sein. Daraus folgt 
offenbar die Gongruenz: 

a 

oder einfacher: 
(2) nl = 1 (mod. m), 
welche Gongruenz das Analogon des Fermat’schen 
Satzesin der Theorie der complexen Zahien ausspricht. 
Unterscheiden wir die beiden Hauptfälle, welche die complexen 
Primzahlen darbieten, so ist 

für eine zweigliedrige Primzahl a + bi, deren Norm eine 

reelle Primzahl p von der Form An. 4 1 ist, 


(2a) „""ı=1 mod. (a + bi); 
für eine reelle Primzahl g von der Form An +3: _ 
(2b) n’—1= 1 (mod. g). 


Zum Beweise dieser Sätze kann man sich auch einfach des 
binomischen Lehrsatzes bedienen; denn, nach Weglassung aller 
durch » theilbaren Glieder, besteht die Congruenz: 


(@« + Bir = or + PP .;P (mod. p), 
also, weil :? =i und nach dem Fermat’schen Lehrsatze «? = «, 
PP = Pß (mod. p) ist, auch die folgende: 


(«+ Bi? = a + Bi (mod. )), 


aus welcher, da « + bi ein Factor des Modulus p ist, umsomehr 
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die Congruenz 


(@« + Bir =a + Pi (mod. a + bi) 
und, wenn « 4 fi relative Primzahl zu «a —+ bi ist, die zu be- 
weisende Congruenz 


(@ + Bip-I = 1 mod. (a + bi) 
hervorgeht. 
Dagegen schliesst man für eine Primzahl 4 von der Form 
4n 43 die folgende Congruenz: 


(@« + Pie = a — Bi (mod. g) 


und, indem man diese nochmals zur g“* Potenz erhebt, 


(ea + Bi)? = (ae — Bir =a + Pi (mod. g), 
folglich, wenn «@ + ßi durch g nicht theilbar ist, die andere zu 
beweisende Congruenz: 


(«+ P)yet=1 (mod. 9g). 


7. Da u oder N(m) entweder gleich » oder gleich g? ist, hat 


e x 1er: 
es stets die Forn An + 1, also ist ne eine ganze Zahl. Daher 


lässt sich die Congruenz (2) auch folgendermassen schreiben: 
at er a: el 
(Fi). (ti). {at +r).(mt +)=0 


(mod. m). 


SQ 


Da jene Congruenz nun genau a—1 Wurzeln hat, welche sich 
auf die vier Factoren vertheilen, und nach Nr. 5 eine Congruenz 
in Beziehung auf einen Primzahlmodulus nicht mehr Wurzeln haben 
kann, als ihr Grad beträgt, so hat jede der vier Gongruenzen: 

u-1 n-1 Bl u—1 

ee 4er = PEN re 
B) na zl,n =Ziüu,n =—1,n =—i (mod. m), 
welche für o= 0, 1, 2,3 in der gemeinsamen Form: 

.. = 


(4) n" =i@ (mod. m) 


| ’ are 
enthalten sind, genau in Wurzeln. Alle Reste (mod. m) zer- 


fallen also in vier Classen von gleichviel Gliedern, welche je der 
ersten, zweiten, dritten und vierten jener Congruenzen Genüge 
leisten. 

Die Zahlen der ersten Classe sind die biquadra- 
tischen Reste (mod. m). Um diesen Satz zu beweisen, bemer- 


—:'160 — 


| 


ken wir erstens, dass, wenn n = 2? (mod. m) ist, daraus 
3 

n "= zu-l=] (mod. m) sich ergiebt; also gehört jeder biqua- 
dratische Rest zur ersten CGlasse. — Um aber auch zweitens um- 
gekehrt nachzuweisen, dass jede Zahl der ersten Classe biquadra- 


. . . —1 
tischer Rest sei, braucht nur gezeigt zu werden, dass genau Bee 


solcher Reste existiren. Dazu dient die Bemerkung, dass man ein 
System von a—1lincongruenten Resten, welche durch 


Ä ; > ’ —4 
m nicht theilbar sind, aus vier Gruppen von - Zah- 


len zusammensetzen kann, dergestalt, dass, wenn r 
die Zahlen der ersten Gruppe sind, ir die der zweiten, 
— r die der dritten, —ir die der vierten Gruppe sein 
werden. Denn, wählt man irgend eine durch m nicht theilbare- 
Zahl r, so werden die vier Zahlen r, @r, —r, —ir (mod. m) in- 
congruent sein, wie man sehr leicht daraus schliesst, dass m eine 
ungerade Zahl ist. Nimmt man nun eine Zahl r, welche weder 
durch m theilbar, noch einer dieser vier Zahlen (mod. m) con- 
sruent ist, so werden die vier Zahlen 7’, ir’, —r’, —ir sowohl 
unter einander als auch mit der vorigen Gruppe von Zahlen in- 
congruent sein; denn wäre z.B. ir = — ir, so folgter = — r 
gegen die Voraussetzung. Dieses Verfahren kann, da die Anzahl 
aller nicht durch m theilbaren Reste gleich u—1 ist, soweit fort- 
gesetzt werden, bis 7 Gruppen von vier Zahlen gebildet sind, 
und giebt dann den Beweis des Behaupteten. | 

Denkt man sich darauf alle Zahlen des eben angegebenen 
Restsystems zur vierten Potenz erhoben, so werden die Reste 
der Biquadrate (mod. m) alle möglichen incongruenten biquadra- 
tischen Reste repräsentiren, jeden derselben aber genau viermal 
liefern, da einerseits je vier Zahlen r, ir, — r, —ir dieselbe 
4‘ Potenz haben, andrerseits aus der Gongruenz »? = r? (mod. m), 
welche auch in der Form 

(r" — r) (r" — ir) (r + r) (F + ir) =0 (mod. m) 

geschrieben werden kann, sich r” einer der Zahlen r, ir, —r, —ir 
congruent, d. h. das Resultat ergiebt, dass nur die vier Zahlen 
r,ir, —r, —ir denselben biquadratischen Rest geben können. 


—1/,. Tr 
llieraus folgt, dass genau — biquadratische Reste existiren. 
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Die Zalılen der ersten und dritten Classe zusammengenom- 

men sind die Wurzeln der Congruenz 

Bz% 
(5) n ” =1 (mod. m), 
welche aus der ersten und dritten der Congruenzen (3) durch 
Quadrirung hervorgelit, und bilden die quadratischen Reste. 
Ebenso genügen die Zahlen der zweiten und vierten Classe der 
Congruenz 

u—1 

(6) n” =—1 (mod. m) 
und sind die quadratischen Nichtreste. Denn, aus der Zusammen- 
setzung des vorher benutzten Restsystems geht hervor, dass je 
zwei Zahlen r und —r und nur diese denselben quadratischen 


Rest geben, die Anzahl der quadratischen Reste also gleich em 


‚ist. Jede Zahl n aber, welche einem Quadrate 2? (mod. m) con- 
u—1 
gruent ist, liefert n * = z#-!= 1 (mod. m) und genügt also der. 
Congruenz (5), die quadsalischen Nichtreste demnach der Con- 
gruenz (6). ." 
8. Die Potenz #, welchein der Congruenz (4) zu wäh- 
len ist, soll im Folgenden der biquadratische Charac- 


ter von n heissen und durch das Zeichen*) (2) be- 


zeichnet werden, sodass stets: 
u—1 


0: a ( )) (mod. m) 


m 


ist. Der quadratische Character, welcher 4 1 oder — 1 ist, je- 
nachdem n der Congruenz (5) oder (6) genügt, mag auch hier 


durch das Legendre’sche Zeichen (=) ausgedrückt werden, 


da eine Verwechslung mit der gleichen, auf die reelle Zahlen- 
theorie bezüglichen Bezeichnung im Folgenden nicht zu befürch- 
ten ist. Da nun ein quadratischer Rest zur ersten oder dritten 
Classe gehört, also den biquadratischen Character — 1 hat, jeder 
quadratische Nichtrest aber, als zur zweiten oder vierten Classe 


*) Diese Bezeichnung ist den Jacobi’schen Vorlesungen über Zah- 
lentheorie entnommen. 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 11 
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sebörig, einen der biquadratischen Charactere + i oder — : be- 
sitzt, so ist offenbar: 

2 
ß (0) 

+ 

Der biquadratischeCGharacter einer Zahla kann auf 

analoge Weise ausgedrückt werden, als das Gauss’sche 
Lemma (s. 9. Vorlesung Nr. 9) den quadratischen Cha- 
racter bestimmt. Denkt man sich wieder das Restsystem der 
vorigen Nr. und eine durch m nicht theilbare Zahl z, so werden 


. —1 r r . j » 
die —— Zahlen n . r zum Theil Zahlen der Gruppe 7, zum 


andern Theil Zahlen der Gruppe ir, dann wieder Zahlen der 
Gruppe — r, und zum letzten Theile Zahlen der Gruppe — ir 
congruent sein. Das geschehe resp. «, ß, y, ö Mal. Es wird be- 
hauptet, dass 


9) (A) ter 


mn 

sei. 

In der That, bezeichnet allgemein ® die « Zahlen der Gruppe 
r, io’ die ß Zahlen der Gruppe ir, —e” die y Zahlen der Gruppe 
— r und endlich —ie”” die d Zahlen aus der Gruppe — ir, denen 
die Zahlen n.r congruent werden, sodass die Zahlen g, E', 0”, 0” 
'sämmtlich der Gruppe r angehören, so wird 

u—l 
(10) n * .Ilr) = if+?r+39, IKe). Ile). II(g”). Ile”) (mod. m), 
wo die Zeichen II die Producte aller gleichartigen Zahlen be- 
zeichnen. Nun erfüllen aber die Zahlen o, 0, 0”, 0” die ganze 
Gruppe 7, sodass die Producte beiderseits gleich und, weil ihre 
Factoren zu m prim sind, wegzuheben sind. Denn, weil die 


Be i | £ 
Se Zahlen rn ..r unter einander incongruent sind, gilt dasselbe 


von je zwei Zahlen, welche derselben der vier Classen ge, e', 0”, 0” 
angehören. Aber es können auch nicht zwei Zahlen aus verschie- 
denen dieser Glassen congruent sein; wäre nämlich z. B., wenn 
nr = ie’, nr = — e” (mod. m) gesetzt wird, 0 = eg”, so ergäbe 
sich n (r + ir”) =0 (mod. m), also "= -ir” (mod. m), gegen 
die Zusammensetzung unseres Restensystems. Nach der hiernach 


zulässigen Division mit dem Producte I/(r) nimmt die Congruenz 


(10) die Form an: 
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n? =iat+m43I (mod. m) 
und liefert durch Vergleichung mit der Congruenz (7) die 
Gleichung (9). 
9. Das Symbol (6) gehorcht folgenden einfachen Gesetzen: 


Da zwei congruente Zahlen offenbar gleichen bi- 
quadratischen Character haben, so ist: 


(11) (C )) = (4) wenn a = n (mod. m) ist. 


Sind n,n’ zwei gleiche oder verschiedene, durch 
m nicht theilbare ganze complexe Zahlen, so folgt aus 
den Congruenzen: 


u-—1l 


a = ((#)). ® : Be | (mod. m) 


die dritte: 





0) = (6): (©) 


und daraus mit Leichtigkeit die Gleichung: 


(12) le) Kal) ee 


Da hiernach der biquadratische Character eines Productes 
durch die Charactere seiner Factoren bestimmt wird, so. kann 
man sich im Folgenden auf die Betrachtung der einfachen Fälle: 


nenn el hin —m, 
worin m eine von m verschiedene ungerade complexe Primzahl 
ist, beschränken, weil aus diesen Zahlen jede andere durch m 


nicht theilbare durch Multiplication zusammengesetzt werden kann. 
Es bleiben mit andern Worten folgende drei Symbole zu be- 


): 


Das erste derselben ist leicht anzugeben, denn nach der De- 
finition selbst ist 


aA 
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Es sei nun zuerst m = q, so findet sich hieraus 
I 


On 


Wenn zweitens m = a + bi und p = a? -+- b? ist, so ergiebt sich 
p—1 


(a 


Wir wollen «+ bi primär annehmen, also entweder «=4k +1 














a-b?’—1 

b= 41, in welchem Falle ; — ?* wird, welches auch gleich 
3 a—l 
JAH | E 
D gesetzt werden kann; oder a=4k +3, b=41-+2, wo 

+1 a-1 

A FTIR as Pe j 
dann: Ti wird. Beachtet man, dass g negativ 


zu nehmen ist, um eine primäre complexe Zahl zu werden, und 
dass für = — 9 


o a1 dl 
ms we 


? =\ı 








wird, nämlich + 1, wenn g = 84-7, gleich — 1, wenn 
qy=8h-+3 ist, so findet man den Satz: 

Bedeutet a —+- bi eine (eingliedrige oder zweiglied- 
rige) primäre Primzahl, so ist stets 
(18) (en) a 

Hiernach gehört ; zu den Classen 1, 2, 3, 4, jenachdem a 
die Formen 84-1, 8% +7,85, 8% +3 hat. 


Das Symbol (5) soll später in einem besonderen Er- 


mM 

gänzungssatze bestimmt werden, für das dritte Symbol existirt 
wieder ein eigenthümliches Reciprocitätsgesetz, welches sogleich 
mittels der Kreistheilung bewiesen werden soll. Es wird aber gut 
sein, noch ein Paar vorläufige Betrachtungen hier anzuschliessen. 

10. Jacobi hat eine Verallgemeinerung des Legendre’schen 
Zeichens in die Theorie der quadratischen Reste eingeführt, *) 
welche auch auf das Symbol, das den biquadratischen Character 
bezeichnet, mit Vortheil zum Beweise des Reciprocitätsgesetzes 
Anwendung findet. Ist nämlich m irgend eine zusammengesetzte 


*) In der Note über die Kreistheilung. 
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ungerade complexe Zahl, etwa 

m = i*. Il(g).. (0), 
worin :@ eine complexe Einheit, M(g) das Product von beliebig 
viel reellen Primzahlen von der Form An +3, Il(o) aber das 
Product von beliebig viel zweigliedrigen complexen Primzahlen 
bezeichnet, und ist n irgend welche zu m prime complexe Zahl, 


so wollen wir das Symbol (()) durch folgende Gleichung de- 





er e)-TE).IIE). 


in welcher zur Rechten die Symbole die frühere Bedeutung haben, 
die Producte aber sich resp. auf.alle jene Primzahlen 9, © er- 
strecken. 

Dies allgemeine Symbol gehorcht denselben Ge- 
setzen, wie das frühere, In der That, es ist erstens 


(15) ( ))= (6 )). wenn n" =n (mod. m). 


Denn, da die Congruenz auch für jeden der Moduln g und 5 be- 


(O)-@)- (@)-(@)- 


woraus nach der Definitionsgleichung sich das Behauptete ergiebt. 
Zweitens ist auch 


as OmOEOL 

da nach der Gleichung en sowohl | 
GEL) 
(@)-(@): (@) 


Eine andere nützliche Bemerkung ist folgende: Ist « + ßi 
eine nicht durch. die ungerade complexe Primzahl 
a-- bi theilbare Zahl, so besteht die Beziehung: 


aM erimleesd)e 


als auch 


ist. 


WED 


Denn, ist ;@ der Werth des Symbols (33 ) so ist nach der 


Definition: 
+1 


(«+ Bl) "=ie mod. (a + bi), 
wenn a = N (a + bi); diese Congruenz kann man auch, durch 
A Bi eine gewisse complexe ganze Zahl bezeichnend, als 
Gleichung so schreiben: 
3 
et ß)"—=e+t(a+9)(A-+ Bi, 
woraus sich durch Vertauschung von © mit — : folgende Gleichung: 
Bi 
(@ — Bi) = 84 (a—b)(4— Bi 
d. h. die Congruenz 








u-1 
(a — Pi) * — 3% mod. (a — bi) - 

und folglich die Gleichung (17) ergiebt. — Dieser Satz lässt 
sich offenbar sogleich vermittelst der Gleichung (14) 
auf zweirelative Primzahlen« + Pi, a-+- bi erweitern, 
von denen die zweite ungerade ist. 

Jetzt bezeichne n eine reelle Zahl, welche durch eine Prim- 
zahl qg von der Form 4n + 3 nicht theilbar. ist. Da nach dem 


Fermat’schen Lehrsatze n?-1 = 1 (mod. q) und 7 a eine ganze 


Zahl ist, findet sich durch Erhebung der Re in die 


ee W 


te Potenz: n =1 (mod. g), folglich 


n 
(9) = 
Ist dagegen p eine, nicht- in n aufgehende reelle Primzahl 


von der Form Am +1, und ö, # ihre beiden conjugirt- complexen 
Factoren, so folgt aus Gleichung (17): 


ID) DIE) 
Jede ungerade reelle Zahl m kann nun unter der Form 
| + If(g). Ip) = + N(g) . TI (00) 
gedacht, nämlich in eine gewisse Anzahl ungerader reeller Prim- | 
zahlen zerlegt werden, von denen die einen von der Art 9=4n-+3, 


N: 


die andern von der At p—=4An-1, also als Product aus zwei 
conjugirt-complexen Primzahlen & und » darstellbar sind. Ver- 
bindet man daher die beiden vorher erhaltenen Resultate mit der 
Gleichung (14), so ergiebt sich der Satz: Sind m,n zwei 
reelle relative Primzahlen, deren erstere ungerade 
ist, so ist stets: 


CE 


Endlich bemerken wir, dass nach Gleichung (17) 
y—1 


(=) (=) = 3" 


ist, wofür man ER (— “ ® setzen kann, da p von der Form 
4n 1 ist; in der That, für = 8n-- 1 werden die Expo- 
ae Zte- 
nenten 2 und —- gleichzeitig gerade, fürp=8n +45 
gleichzeitig ungerade sein, Andererseits ist 
i 1 5 
BT er 
OT 
Ist also m eine ungerade reelle Zahl, sodass wir setzen können 
m— +.Ip). IIg), 
so ergiebt sich nach (14) die Gleichung 


(19) ee Aue 


Indem man nun m? unter folgender Form schreibt: 
—-NnA+@—V).NAH+M—1)) 
und beachtet, dass jede der Differenzen g? — 1, p® — 1 durch 8 
theilbar, also nach Entwicklung des Productes 
m=1-+ (9° — 1) + 2 (p? — 1) (mod. 64) 
ist, findet man 


—_ => ar "+35 = (mod. 2), 


kann also die Gleichung (19) auch folgendermassen schreiben: 


—l 


20) (Oz 
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Dreizehnte Vorlesung. 
Das Reciprocitätsgesetz der biquadratischen Reste, 


1. Um das Reciprocitätsgesetz für die biquadratischen Reste 
zu erhalten, bedienen wir uns ganz ähnlicher Mittel, wie bei dem 
Beweise des quadratischen Reciprocitätsgesetzes. Wir nehmen 
an, p sei eine reelle Primzahl von der Form 4n + 1, und gehen 
dann aus von der Formel: 


u=r—1 i=n—2 
(0%, r) = Dakindy ‚rl — Wr, or 
ul . =) 
Setzen wir darin successive A gleich AZ, 2% aZi,B ZZ, 
ne 
wobei © * =; wird, so erhalten wir die drei Ausdrücke: 
=n—2 i=p—2 
(1) (i, r) = 2 N v9, (— 1, r) I * rt, 
a) i=0 
- i=n—2 


} ; 4 
Ur = y .rT, 
=v 


welche wir kurz durch S,, S,, S, resp. bezeichnen wollen. Der 
zweite derselben ist kein anderer, als der in Nr. 3 der 9. Vor- 
lesung mit S bezeichnete; denn für jeden geraden Werth des 
ist 7? — + 1 und g? TIMER, Rest, für jedes ungerade A 


dagegen ist 2% —= — 1 und g? quaclratischer Nichtrest von 2, d.h. 
i=p—2 szr—l j 
DI 

U 
2 WER 


Nach Formel (25) ebendaselbst erhält man also für den hier 
vorliegenden Fall: 
(2) S,=+ VP. 


Wenn .man nun auch in den Formeln (34) und (29) der 


a 
8. Vorlesung, von der Vorausselzung A = —_— ausgehend, 
22 
e=o'=i,e=4 selzt, so nehmen sie die Gestalt an: 
2 
2 ) 
(3) (, r) (1) ".pv,Öw,() 
p—1 
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Die Ausdrücke von ,{i) und %,() aber haben wir bereits 
in Nr. 4 der 10. Vorlesung gefunden, nämlich 


5) ee 
und zwischen ihnen die Beziehung 
p—1 
(6) vw) =(—1) S vr. 
Beachtet man endlich, dass 
; ES herina iu) 
vr, () 2 


also nach Nr. 3 derselben Vorlesung gleich einem complexen 
Factor a —+ bi der Primzalıl » war, und substituirt Alles in die 
Gleichung (3), so ergiebt sich: 


(7) (,n)t=p.l(a- bi), 
und wegen (4): 
(8) int =p.l(a— bi. 


Nach dem Hauptsatze am Schlusse von Nr. 3 der’ vorigen 
Vorlesung ist eine Primzahl p nur auf eine Art in zwei primäre 
conjugirt complexe Factoren zerlegbar. Da wir nun vermittelst 
der Kreistheiluug die Zerlegung ’ 

| p=(a-+ bi) (a — bi) 

gefunden. haben, so entsteht bier die Frage, ob die Factoren 
a bi, a — bi primär sind oder nicht, und wenn das Letztere, 
in welcher Beziehung sie zu den primären Factoren von p stehen. 
Uhwohl «die Mittel zur Entscheidung dieser Frage durch Nr. 5 
der 10. Vorlesung bereits gewounen worden sind, möge es ge- 
stattet sein, aus Jacobi’s Vorlesungen über Zahlentheorie noch 
eine andere interessante Methode zu ihrer Beantwortung hier 
mitzutleilen, 

2. Aus der ersten der Gleichungen (5) ergiebt sich mit 
Rücksicht auf (6): 

p—1 


(9) S=(—1)'.(a tb). 8, 


und folglich wegen der Gleichungen 


s.S=(r).-un=(—-1)*.(a + 0%) unds,—=Yp 


auch: 


(10) SE—i 1 la BE 
Wenn man nun wieder, wie in Nr. 3 der 9. Vorlesung 


U =D —— 8) ya? rn, r? — - Ir gt! 


us 


wird, so findet man 
3 


setzt, sodass U = 


= 


r=P 
(1m) (42) - (2 BU )- (Zr a 
denn in dem Ausdrucke 

h=p—2 

+ + 
A=0 

kann man die geraden Werthe des % und die ungeraden unter- 
scheiden, letztere machen den Coöfficienten * 4 :” zu Null, 
erstere zu 4 2, wenn % durch 4 theilbar ist, und’zu —.2, wenn 
h=2 (mod. 4) ist; daraus ergiebt sich die Richtigkeit obiger 
Formel. Nun kann man einerseits in der rechten Seite derselben 
die Quadrate nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln, wobei 
man sich leicht überzeugt, dass alle Glieder, welche sich nicht 
fortheben, durch 4 theilbare Coöfficienten haben, sodass man die 
rechte Seite gleich 4. f(r) setzen kann, wo f(r) eine ganze und 
ganzzahlige Function von r ist, deren Grad man vermittelst der 
Gleichung 


rt pr24ı....+r+1=0 
unter den (p — 1)“ erniedrigt annehmen darf. Andrerseits er- 
hält man, da 
SH = Ss? +2: 
d. h. nach den Formeln (4), (9) und (10) 
BG Pr 
SH+S%?=20.-1)'8+2.-1)°'» 
ist, für die linke Seite jener 4) den Werth: 
p— r—1 


Pp+1 Mm aD 
4 27 ) 2 na 


— 11 — 


Dieser. nimmt aber, -da S, = U — V vermittelst der Gleichung 
I1—-U-+-V=0 sich auh S, = —1-— 27 schreiben lässt, 
folgende Form an: | 


p-1 p—i 


+ 1) i .a+1 NH". +1) ‚Dirt 


ß 
und enthält nur kleinere Potenzen von r, als die (p — 1)“, da 
p— 1 quadratischer Rest von p, also nicht unter den Nicht- 
resten ß aus der Reihe 1,2,3,....p — 1 befindlich ist. Da 
nun beide Seiten .der so reducirten Formel (11) wegen der 
Irreductibilität der Kreistheilungsgleichung identisch gleich sein 
u 
müssen, so ergiebt sich das Resultat, dass (— 1) NN, 
(mod. 4) sein muss; also erhält a die Form An — 1, wenn p 
die Form 8m + 1 hat, dagegen die Form 4n — 1, wenn p von 
der Form 8m + 5 ist. Dies ist‘ genau der in Nr. 5 der 10. Vor- 
lesung gefundene Satz. 





9. Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass die 
complexen Factoren a bi, in welche die Kreisthei- 
lung die Zahl p zerlegt, nicht primär sind, sondern, 
um es zu werden, negativ genommen werden müssen. 
In der That, da das Quadrat jeder ungeraden Zahl congruent 
Eins ist (mod. 8), so muss, wie leicht zu übersehen ist, & durch 
4 theilbar sein, wenn p — a® + 5? die Form 8n + 1 hat. Da- 
gegen muss 5b die Form 4m + 2 haben, wenn p von der Form 
8n +5 ist. In dem ersten Falle findet sich also aus der Kreis- 
theilung « + bi = — 1 (mod. 4), folglich — ce +) = +1 
(mod. 4) d. h. primär; in dem zweiten Falle ista tb =1-+ 2i 
(mod. 4), folglich — («+ bi) =3 + 2i (mol. 4), also wieder 
primär. 

Wenn hiernach #, » die beiden conjugirten primären Fac- 
toren von p sind, so ist — (a + bi) einem derselben gleich, 
und zwar kann man es nach Belieben etwa gleich & voraussetzen, 
wenn man die primitive Wurzel passend wählt; denn wir wissen 
aus Nr. 6 der. angeführten Vorlesung, dass das Zeichen von b 
mit der Wahl der primitiven Wurzel g wechselt. Bei solcher 
Wahl der primitiven Wurzel 9 folgt aber aus den beiden Con- 
gruenzen: 


— 172 — 
prel 
at br. = 0 a +0 Oman 

deren erstere nach Formel (23) derselben Vorlesung sogar 
(mod. p) erfüllt ist, die Congruenz 

p—1 

Hrn 

9 Zi (mod. ), 
und diese gestattet, den Ausdrücken $,, S,, S, eine etwas andere 
Form zu geben, aus welcher die primitive Wurzel verschwunden 
ist. In der That, nach der Definition des Symbols für den 
biquadratischen Character ist wegen der vorigen Congruenz 


(()) —=i; indem man dies also für @ in S, einführt, kommt 


I g& 2 
Fo) 
=( 


oder, was dasselbe ist, 


(12) | s It (3) rs. 


Auf dieselbe Weise ergeben sich: 


(Wr 


Ersetzt man in S, die Wurzel r durch »*, während %& durch p 
nieht theilbar ist, und bezeichnet den neuen Werth durch S,®, 
so findet man: 


s,® R 5 ((@) Pe (&))' 5 ( a) ps 


oder ‚vielmehr, da ks gleichzeitig mit s die Reste 1,2,3,...p—1 
lässt, wenn auch in anderer Ordnung, und 


(()) 7 ((6)) _r=r: ist, wenn s°=s (mod. p), 


so wird die einfache Beziehung erhalten: 


(14) sn — (())- S, 


und auf demselben Wege die beiden folgenden, in denen S,®, 
Ss, die S,® analoge Bedeutung haben: 


(15) 5, — (9) ER RN & (@)) 


Ban 
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Endlich ergeben die beiden Formeln (9) und (10) folgende 
Gleichungen: R 





(@)) u? BL + bi) EN ir; 





(16) / 
ee 


mm nn m mn nn 
“ 
I 
fe 


Während: in denselben Vp positiv zu nehmen ist, hat man, 
soviel mir bekannt ist, bisher das Vorzeichen der andern Quadrat- 
wurzel noch nicht bestimmt. Für den Beweis des biquadratischen 
Reciproc.tätsgeselzes ist es jedoch ebensowenig wie bei dem des 
quadratischen nothwendig, dieses Vorzeichen zu kennen, vielmehr 
reichen die gewonnenen Hilfsformeln in Verbindung mit den 
Resultaten der vorigen Vorlesung dazu vollständig aus. 

4. Bei diesem Beweise unterscheiden wir nun zunächst 
zwei Fälle: Erstens. Während p stets eine reelle Primzahl von 
der Form An + 1 und #, © ihre primären complexen Factoren 
bezeichnen sollen, sei g eine reelle Primzahl von der Form 4n--3. 
Erhebt man sodann den Ausdruck S, zur g“ Potenz und ver- 
nachlässigt alle durch g theilbaren Glieder, so findet man, da 


offenbar (6) = (9) 


S,7 > ()) . r2 (mod. g) 


d. h. nach den Bezeichnungen und Formeln der vorigen Nummer 


s=s9=((Z))- S, (mod. g). 


-Multiplieirt man auf beiden Seiten mit S, und berücksichtigt 
die Gleichungen: 
Er Den 2 
sH— (sh)! ln) 5.51)". 
so ergiebt sich 
g-+1 


ri p—1 
Bee (%)) .p (mod. 4). 


Diese Congruenz ist zwar keine gewöhnliche, gestattet aber 
dieselbe Behandlung, wie eine nur zwischen Zahlen besteliende. 
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Als Gleichung geschrieben, und wenn die ganze complexe Zahl 
g+1 py—1 


er lg 
va) — (1) ' ((@))» 
gleich « + Pi gesetzt wird, hat sie nämlich folgende Form: 


ae+ßi=yg.R, 
worin R eine ganze Function von r ist, deren Coöfficienten ganze 
complexe Zahlen sind, sodass man R= R’—+-iR” setzen kann, 
wenn unter AR’, R” ganze Functionen von r mit reellen Coöffi- 
cienten verstanden werden. Nun bleibt jene Gleichung bestehen, 
wenn in: den Coöfficienten 7 durch — ; ersetzt wird, da man die 
Summe &, ähnlich wie S, behandeln kann, wodurch man, wie 
leicht zu übersehen ist, 
«— ßi=qy(R — iR) 

und folglich die beiden Gleichungen erhält: 
NE 

Diese lehren wegen der Irreductibilität der Kreistheilungs- 
gleichung, dass « und ß und folglich auch « +4 ßi durch g 
theilbar ist. 





Nun ist aber p=%.%, (— den ee )) und © = #2 


(mod. g) (s. Nr. 6 der vor. Vorlesung); setzt man dies in die 
letzte Congruenz ein und dividirt beide Seiten derselben durch 


o7tl, so findet sich bei Anwendung der. letzten Sätze der vor. 
Vorlesung 


d.h. Su ( 9) = (5) (mod. g), oder vielmehr: 
on )-() 


Diese Gleichung enthält das Reciprocitätsgesetz, 
welches zwischen einer eingliedrigen und einer zwei- 
gliedrigen Primzahl besteht. | 

Zweitens sei p, eine von p verschiedene reelle Primzahl 
von der Form 4n + 1 und #,, @, ihre primären complexen Fac- 
toren. Die Erhebung des Ausdruckes S, in die p,“ Potenz liefert, 


— 15 — 


wenn alle durch », theilbaren Glieder der Entwicklung vernach- 
lässigt werden, die Congruenz: 


sp ED Ka) „8 = > ()) „rs (mod. 2) 
oder 
sr — S,Pı) = (5) R Sg (mod. Pı)» 
also 


[5 g (3))] = 0. 


Diese CGongruenz kann mit Rücksicht auf die Gleichung 
Pı—1 Pı—l 
DL AueT „a 4 
Bi Sch ehr wa 
in die Form 


fos2 ° 2 (@)] .55=0 möu. >; 


gesetzt werden und geht durch Multiplication mit S, in die fol- 


gende über: 
—(@))] .p=0 (mod. p,), 





3" 


auf welche die vorher gemachte Bemerkung Anwendung findet, 
sodass im gewöhnlichen Sinne die Congruenz 
Ppi—l 


ae ((&)) (mod. Pı) 


besteht. Diese bleibt nothwendig’ auch in Beziehung auf den Fac- 
tor ©, von p, als Modulus bestehen und liefert dann 


EIKE) mr 


folglich die Gleichung: 


(2) - (9) 


Nach Nr. 10 der vor. Vorlesung ist endlich 


(= (9) © () = (): 


demnach findet man: 


1“ (IR) 





— 16 — 


5. Aus den beiden Gleichungen (17) und: (18) lässt sich ein 
allgemeineres Resultat ableiten, welches in Verbindung mit den 
letzten Formeln der vorigen Vorlesung das zwischen zwei zwei- 
gliedrigen Primzahlen bestehende Reciprocitätsgesetz ergeben wird. 
Es bezeichne m irgend eine ungeräde, positive oder 
negative reelle Zahl, welche aber mit Rücksicht auf 
das Vorzeichen die Form 4n +1 hat, und M eine com- 
plexe gegen m prime Zahl, in welcher derreelle Theil 
ungerade, der Coefficient von z aber gerade ist, so 
wird behauptet, es sei stets: 


i m M 
(=) 
In der That, da eine solche Zahl M nach Nr. 2, 4) der vor. 

Vorlesung den Factor 1: nicht enthält, kann man 

M— + Di). (e) 
setzen, indem das erste Product alle reellen Primzahlen von M, 
welche die Form An + 3 haben, das zweite alle zweigliedrigen 
Primfactoren von M enthält. Da andererseits m, wenn es die 
Form 4n + 1 haben soll, positiv oder negativ sein muss, jenach- 
dem die Anzahl seiner Primfactoren von der Form 4n + 3 ge- 
rade oder ungerade ist, so wird man es stets in die Form 

m —= II—qg,) . II(p,) 
bringen können, in welcher das zweite Product alle Primfactoren 
von m, welche die Fprm 4n + 1, das erste alle diejenigen ent- 
hält, welche die Form 4n +43 haben, jeden der letztern mit 
negativem Vorzeichen, d. h. primär genommen. Hiernach ergiebt 
sich aus Formel (12) der vor. Vorlesung, da nach (18) ebend. 


2) = +1 ist, 


" (&)- II): IIO): 


das erste Product auf alle g, das zweite auf alle © bezogen, und 
weiter nach Formel (14) ebendaselbst: 


©) - II) II) TI) ITI@) 
wo die einzelnen Producte sich -stets auf alle Combinationen der 


darin angedeuteten Zahlclassen beziehen, z. B. in dem ersten jede 
der Primzahlen g mit jeder der Primzahlen g, zu combiniren 


— 1 — 
und das Product der entstehenden Symbole zu bilden ist. — Die 
Symbole in den beiden ersten Producten können ohne Weiteres in 


(Ge) und (6) umgekehrt werden, da sie, ebenso wie 
q q 


die umgekehrten Symbole, auf zwei reelle Zahlen bezüglich, also 
nach Gleichung (18) der vor. Vorlesung der Einheit gleich sind. 
Die Symbole des dritten Products können nach Formel (17) in 


(ei ) die des vierten nach Formel (18) in ((@)) verkehrt 
@ 


werden, so dass sich ergiebt: 


()- II) IIO) II) -II(@) 
Ei (&)=-TIC) TI) 


wo«+das erste Product auf alle g, das zweite auf alle © zu er- 
strecken ist, oder endlich nach Formel (14) vor. Vorlesung, wie 


behauptet wurde, 
((„) N (Cr ) i 


6. Nun mögen «a —+ bi und « + ßi zwei primäre zweiglied- 
rige Primzahlen bezeichnen. Aus der identischen Gleichung 
ea -b)=ae +hß +bile + Pi), 
welche als Congruenz folgendermassen geschrieben werden kann: 
a(a + bi) Zae + bß mod. (@e + Pi), 


ergiebt sich nach den Formeln (15) und (16) der vor. Vorlesung 
die Gleichung 


(ER) (Cm) (+) 


und auf ähnlichem Wege die folgende: 


a + Bin\ __ (ya + dB 
desergih ( atbi ) Sr (( abi, ) 2 
welche wir in die dritte Potenz erheben und mit der vorigen 
multipliciren wollen. Beachtet man dabei die Gleichung (17) der 


vor. Vorlesung und, dass die 4“ Potenz des biquadratischen Sym- 


bols stets gleich der Einheit ist, so giebt man der resultirenden 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 12 
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Gleichung leicht die Form: 


” (En) (CH) 


- (Ga) (Game: )) | 


Nun bezeichne e die Einheit, mit solchem Vorzeichen ge- 
nommen, dass ae = 1 (mod. 4) wird, ebenso & diejenige Einheit, 





welche der Congruenz «e = 1 (mod. 4) genügt, so dass auch 
aa.ee=1 oder, was dasselbe ist, da b, ß gerade, also DB = 
(mod. 4) ist, dass ee (a« + bP) = 1 (mod. 4) wird. Dann ist es 


leicht, die rechte Seite der obigen Gleichung in folgende Form 
zu bringen: 


(Fe) Kr). re 
(49) (m) 


In diesem Ausdrucke können die drei ersten Symbole nach 
Formel (19) umgekehrt werden und erhalten mit Rücksicht auf 
die Formeln (14) und (18) der vor. Vorlesung die Werthe: 


i i i 
(ar): 
deren Produet nach Formel (20) ebendas. sich gleich 
a hr RT 
at 4 8 


ergiebt. Da nun a« ungerade, 5ß durch 4 theilbar ist, so findet 








: 5 b 2 
man leicht, dass der Exponent dieser Potenz = in (mod. 2), die 
b3 i 


; : er 
Potenz selbst also gleich (— 1) ist. 


Untersuchen wir noch das Produet der beiden letzten Sym- 
er Pa 
f 4 4 
bole. Diese haben aber resp. die Werthe ze unde ,wo 
p= a? + b?, p, = «? + P? gesetzt ist. Unterscheiden wir nun 
zwei Fälle: In dem ersten Falle ist e= :, also a« = 1 (mod. 4), 
woraus folgt, dass entweder a, « Beide die Form 4n + 1 und 
folglich, da a + bi, « + fi primär vorausgesetzt sind, 2, p, Beide 
die Form 8n + 1 haben, was 
a Pr 2 Alp 


+ 4 4 ai 
et—s —+1 
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ergeben würde; oder a, « müssen Beide die Form An + 3, folg- 
lich p, p, Beide die Form 8rn + 5 haben, wo dann wieder 

u ra, 
€ ar ee E ie 41 











sich ergiebt. — In dem zweiten Falle iste= — s, also aa =3 
(mod. 4); demnach muss eine der beiden Zahlen a, «, z. B. « 
die Form 4n —+ 3, die andere, z. B. a, die Form An + 1 haben, 


dem entsprechend würde e=1,e =— 1, p von der Form 
8n +1, p, von der Form Sn +5 und 
pi pi p—1 





N | 
sein. — Allgemein hat daher das Product der beiden letzten Sym- 
bole den Werth —+ 1, und man findet endlich: 


bB 
7 + bi &@—+ Bi 3 4 
(Fe) 
oder 
bB 
: AT Ba\ 4 d/E Bi y: 
el) ( FR) = ( ar ) arulN. 


Diese Formel enthält das Reciprocitätsgesetz für zwei 
„weigliedrige primäre Primzahlen. 

Bedeuten endlich g, q, zwei reelle Primzahlen von 
der Form An --3, so ist wegen der Formel (18) der 
vor. Vorlesung offenbar: 


= (9-6) 


und die Formeln (17), (21), (22) umfassen alle nur möglichen 
Fälle. Sie lassen’sich in eine einzige zusammenfassen vermittelst 
folgender Betrachtung: Da p= a?’ + b?, p, = «? + ß? gesetzt 
ist, so ist 

ß? 


4 





Bent DaIES 08 ae 


. 4 


2 
4 4 ne + 4 








4 4 4 
Formel (21) kann daher auch so geschrieben werden: 


\ : — Mn — bB\ ? } : 
und folglich. ?Z N = (4) also auch — °P (mod. 2). Die 


p—1 —1 


f Be Bine X T 
(en) = 9° ER): 


12* 





— 180° — 
j q* EI we 1 7 4 rn . N 7 — 1 
Da —,— eine gerade Zahl ist, ebenso wie ER kann 
man den Formeln (17) und (22) auch folgende Gestalt geben: 
Gut 
2) BI 3 deal, ei. 
(0) an ; (( m) ). 

hs: al 


(=) 


und diese Formeln sind offenbar nebst der vorigen in der ein- 
zigen enthalten, welche folgt: 

et hei ’ 
aa (le 
und in welcher m, m’ zwei primäre complexe Primzahlen, u, u 
ihre Normen bezeichnen. Diese Gleichung giebt das biquadratische 
Reciproeitätsgeselz und enthält folgenden Satz: 

Die biquadratischen Gharactere zweier primärer 
complexer Primzahlen sind einander gleich, wenn 
wenigstens eine der Primzahlen = 1 (mod. 4) ist; sie 
sind dagegen einander entgegengesetzt, wenn beide 
Primzahlen =3 + 2i (mod. 4) sind. 

In der That, in dem ersten dieser Fälle ist wenigstens eine 
der Normen «a, w von der Form 8rn +1, also einer der Fac- 


ra 1 R Eigi 1 “. . . 
toren ru j gerade, während im andern Falle beide Nor- 


men von der Form 8n —+- 5, also beide Factoren des Exponenten 
von — 1 ungerade sind. El Fk 

Erhebt man die Gleichung (23) zum Quadrat, und beach- 
tet, dass 


IH 


ist, so ergiebt sich 

£ (E (E 2 

(24) ee -( a) i 

d. h. nach Gleichung (8) vor. Vorlesung folgendes quadratische 

Reciprocitätsgesetz für die complexen Zahlen von der Form a—+bi: 
Die quadratischen Gharactere zweier complexer 

Primzahlen, deren reelle Theile ungeradesind, haben 

gleichen Werth. 
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Diese beiden KReeciprocitätsgesetze sind zuerst von Gauss 
ausgesprochen worden,*) dagegen bat zuerst Eisenstein zwei 
Beweise derselben veröffentlicht,**) welche zu einander in der- 
selben Beziehung stehen, wie die beiden in Nr. 6 und 7 der 
9. Vorlesung angeführten Eisenstein’schen Beweise des qua- 
dratischen Reciprocitätsgesetzes für reelle Primzahlen. Dem ersten 
derselben sind wir hier gefolgt. Uebrigens gebührt Jacobi der 
Ruhm, schon: vor Eisenstein’s Publicationen in seinen Vor- 
lesungen über Zahlentheorie einen Beweis der genannten Sätze 
mitgetheilt zu haben, welcher nur unwesentlich von den vor- 
stehenden Betrachtungen verschieden ist. Ausserdem hat auch 
Lebesgue in seinen recherches sur les nombres***) die Theorie 
der biquadratischen Reste, und zwar auf derselben Grundlage 
behandelt, die er für die der quadratischen Reste angewendet hat. 


Der Ergänzungssatz. 


7. Auf ähnlichen Betrachtungen, wie der Beweis des Reci- 
procitätsgesetzes, beruht die Ableitung des Satzes über das Sym- 


et: 
bot (7): 

Nehmen wir zuerst an, m sei eine reelle Primzahl 9 von 
derForm An +3. Da für eine solche (+ =1—i= —i(l-+'i), 
also (1 + "1 = — i (mod. ’y) ist, so findet man 

P’—1 g+! . Hl gH1 
IX Se N 52,80 
I)’ =z(-) =i =ij (mod. 4), 
und folglich 


(25) (2) NP 


Eine ähnliche Formel gilt, wenn m eine reelle Primzahl p 
von der Form 4n 4 1 ist. Sind dann #, © ihre primären Fac- 
toren, so folgt aus (17) der vor. Vorlesung 


(3) m (€ = )) ” 


*) Vergl. seine Werke Bd. II, pag. 130 und 138. 

**) Eisenstein, Lois de reciprocite und Einfacher Beweis und 
Verallgemeinerung des Fundamentaltheorems für die biqnadratischen 
Reste, in Crelle’s J., Bd. 28, 

*##) In Liouville’s Journal, Bd. 4, 








also dad 1 )=—i(ll +) ist, 


ICH-CH-@) 


’ PzE 
folglich, wegen der Gleichung ((6)) — ;* und nach (14) der 


vor. Vorlesung 


(26) (( a =: 
Nun sei m eine reelle Zahl von der Form 4n + 1, welche, 
in reelle Primfactoren zerlegt, durch 
m = II(— 9) . Ip) 
ausgedrückt werden kann, $o lässt sich zunächst leicht über- 
sehen, dass, wenn man dieser Gleichung die Form 


mn (14.27). nf, 


ati p—1 
Au 


er 


giebt, in welcher 





nach der Bedeutung der Zahlen 


p, g ganze Zahlen sein werden, das entwickelte Product die Form 


m—i1+4. DPTt a. DIT 4 162 


haben wird, während z eine ganze Zahl bezeichnet, und die 
Summenzeichen dieselbe Ausdehnung haben, wie die Zeichen 77 
in dem Ausdrucke für m. Also wird 


m eu =D Pr = eu (mod. 4). 


Da nun nach den Formeln (25) und (26) 


C =)- HH (EA) “il (er )) Bo 


gefunden wird, so kanu man auch, sobald m eine reelle Zahl von 
der Form 4n + 1 bedeutet, schreiben: 





m—1 
1+i IE 
m 
Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun, indem 8=«—-ßi 
eine primäre Primzahl bedeuten soll, zur Bestimmung des Sym- 


boles (Ge) von der identischen Gleichung 


— 13 — 
(28) et+)=atß+i@+ Bi) 


aus. Dieselbe liefert einerseits, da« und 1 -+-;, folglich auch 
@-+- ß durch @ + fi nicht theilbar sind, 


(+): (CE) (CE) 


folglich 


(29) es ) = (Ge): ; ( 5 en ) 


Andererseits folgt aus (28) auch, da « + ß ungerade, also 
zu 1—+ ; sowohl wie natürlich auch zu « relative Primzahl ist, 
Letzteres, weil in der complexen Primzahl & « mit ß keinen ge- 
meinsamen Theiler haben kann, 


(ED) -(EiH)-(E9) (0) 


Hierfür erhält man nach den Gleichungen (18) und (20) der 
vorigen Vorlesung sowie nach der Gleichung (27), welche auf 
den Fall m = «-- ß anwendbar ist, da bei jeder primären 
Primzahl @ + ß = 1 (mod. 4) ist, den Werth: 

rl, Kap! 
4 


ae. 


Dieser Werth kann noch einfacher ausgedrückt werden, 
wenn man beachtet, dass für eine Zahl m von der Form 4n-+1 











m? — 1 36 L m? —1 m— 1 
= An- >» y ans ee —= ee 
un 2, ale — - —Aan= 7; (mod: 4) 
ist; daher. kann der Exponent von z gleich 
® ET LEE A As 
4 2 


4 


geschrieben werden und ist (mod, 4) der Zahl 3. 
greuent, da«a—+Pß— 1 durch 4 tbeilbar ist. Da endlich das 


Symbol ( Card ) nach Nr. 5 umgekehrt werden darf, ergieht 


e + Bi 
sich der Werth des zweiten Factors in (29) 
(30) ( ) — jilatHß—1), 


Um auch den des ersten zu bestimmen, unterscheiden wir 
die beiden Fälle, welche die primären Primzahlen darbieten kön- 
nen. Ist erstens @&=1 (inod. 4), also ß durch 4 theilbar, so 


HUN 


kann nach Nr. 5 das Symbol (Fr )),i" 


(9) - (6): (0) 


vertauscht werden, was man nach dem soeben Gesagten auch 
a—1 


einfacher gleich ; ? schreiben darf. Dann wird nach (29) und (30) 


| zu ) »e Nare Man 


Der Exponent von i ist gleich re +ß—1)+(@—1); 
da ß.durch 4 theilbar, so ist es 2 ebenfalls, dieser Ausdruck ist 
daher dem folgenden: !/, («e — ß — ß? — 1) (mod. 4) congruent, 
und man findet endlich: 


Ye ( Fe Bi > Per 


Ist zweitens « = — 1 (mod. 4), also ß = 2, so kann man 


(m) Em) (@=3)) 


setzen, worin für den zweiten Factor sich der Werth (— ]) E 
also, da p hier die Form 8n +5 haben muss (siehe Nr. 5), 
der Werth — 1 ergiebt, während der erste nach Nr. 5 umge- 
kehrt und gleich 





EHI 


gesetzt werden kann. Da hier « von der Form 4n — 1 ist, 
findet man 


R, 
u 
is 


1 
er: Ann ine —_- (mod. 4), 


also liefern die Gleichungen (29) und (30) in diesem Falle die 
Formel: 


(( Ei, n)) Dan Yla+a-U+3 +3 





+) Sr 
Der Exponent von i kann folgendermassen geschrieben werden: 
te -P-S)+t4+e+P-YDrerD, 
ist also. (mod. 4) der Zahl !/, («e — ß — 5) oder, da hier ß von 
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der Form An + 2, also ß?= 4 (mod. 16) und. P = 1 (mod. 4) 


ist, der Zahl '/, («e — ß — ß? — 1) congruent, und so erhält man 
auch für diesen Fall .die Gleichung (31). 

Beachtet man nun, dass eine primäre Primzahl — g aus 
der Formel @ + ßi hervorgeht, wenn = — 9q,ß=0 geselzt 
wird, so lassen sich die, durch die Formeln (25) und (31) aus- 
gedrückten Resultate in den allgemeinen Satz zusammenfassen: 

Bedeutet «+ ßi eine primäre (eingliedrige oder 
zweigliedrige) complexe Primzahl, so ist 
2) (b)) = me. 

Auch dieser Satz, von welchem wir den Eisenstein’schen 


Beweis hier mitgetheilt haben, findet sich bereits in der 2%” Ab- 
handlung über biquadratische Reste in Gauss’ Werken Bd. II 
pag. 155. i 


a 


Vierzehnte Vorlesung. 


Die, complexen Zahlen « + bo. Das Reciprocitätsgesetz für 
die cubischen Reste. 


1. Eine gegen p prime Zahl m wird cnubischer 
Rest oder Nichtrest von p genannt, jenachdem die. 
Congruenz «’='m (mod.p) eine Lösung gestattet oder 
nicht. Wie es nun bei den biquadratischen Resten durchaus 
nothwendig war, zur Ergründung ihrer Theorie das Gebiet der 
reellen Zahlen zu erweitern und die complexen Zahlen von der 
Form a + bi in Betrachtung zu ziehen, so muss man ähnlicher- 
weise die Theorie der cubischen Reste auf die Betrachtung der 
complexen Zahlen von der Form « + bo gründen, in welchen 9. 
—1+V-3 

2 
ist. Bevor wir daher die Gesetze, welche die Lehre von den 
cubischen Resten ausmachen, hier ableiten können, müssen wir 
wieder die Eigenschaften jener complexen Zahlen auseinander- 
setzen. Da jedoch hier Alles sich sehr ähnlich verhält, wie bei 


eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit, nämlich e = 
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den complexen Zahlen a + bi, so werden wir nur Dasjenige 
ausführlich behandeln, was abweichend ist, alles Andere dagegen 
nur andeuten. — 

Zu jeder Zahl « + bo gehört die sogenannte conjugirte 
Zahl a bo?, welche statt oe die andere imaginäre Cubikwurzel 

ZA —1—-V-—-3 x N e 
der Einheit e? = Fe enthält, und mit Hilfe der Glei- 
chung 1+0o-+ 0?=0 auf die Form (a — b) — bo gebracht 
werden kann. Das Product der beiden conjugirten Zahlen 


(a + be) (a + be?) = a? — ab + 0 
heisst ihre Norm, in Zeichen: N(a 4 be). 

Jede Zahl, deren Norm die Einheit ist, wird eine 
complexe Einheit genannt. Aus der ersten der beiden 
Gleichungen 

(a + b" —3al—=1l, k —b"’+al=1, 
welche mit der Gleichung a? — ab + b? = 1 identisch sind, 
ergiebt sich, dass a, b gleiches Zeichen haben müssen, wenn sie 
nicht Null sind; es ergeben sich also die Lösungen: «=0,b=-1; 
a=-1,b=0 und aus der zweiten jener Gleichungen: a—b=0 
also a=b, und a =1, d. h. noch zwei andere Lösungen: 
a—=1l,b=1; a—=—'1;b=— 1. Hiernach existiren nur 
folgende sechs Einheiten: | 
+1,— 1460038 mer ein I 

Die Zahl 3 ist in der Theorie der complexen Zahlen a —+ bo 
keine Primzahr, vielmehr das Product der beiden conjugirten 
Factoren 1 — eo und 1— o?. Der zweite derselben kann auch 
gleich — 0? (1 — o) gesetzt werden, ist also nur unwesentlich 
vom ersten verschieden. 

Jenachdem die Norm einer complexen Zahl a-+bo 
durch 3 theilbar oder nicht tbeilbar ist, hat «-H bo 
den Factor 1— eo oder nicht. Denn, ist 

‚a+be=(1—-o(e+ Pe), | 
so ist offenbar N(a-+ be) durch N(1 — eo) =3 theilbar; aber 
auch umgekehrt, wenn a? — ab + b? = (a + b)? — 3ab durch 
3 theilbar ist, so ergiebt sich a+#b=0, b=—.a (mod. 3) 
d.h. b=3m — a, also 
a+be=3me+ta(l —o. 
Es bezeichne nun «@ —+ be eine nicht durch 1 — e theilbare 


SE KEE 


Zahl, so erhält man durch Multiplication mit den sechs Einheiten 
folgende Gruppe von associirten Zahlen: 


+(a+ be, 6 +, Lhb—a—an). 

Da a- bo durch 1— eo nicht theilbar ist, hat N(a + bo) 
die Form 3r + 1 oder 3n — 1, demnach folgt aus der Con- 
gruenz a — ab + b?= (a-+ b)? (mod. 3) die andere: a+b=—+-1 
(mod. 3), d.h. entweder: a=e +1, b=0, ddea = +], 
b=--1alsob—a=0, oder: azeI, bs zer 1 aloedb—a=e—tl 
(mod. 3). Diese Betrachtung zeigt, dass unter den sechs associir- 
ten Zahlen stets eine einzige existirt, welche der Bedingung Ge- 
nüge leistet, dass der Coöfficient von oe durch 3 theilbar, der 
andere Theil = — 1 (mod. 3) ist. Diese Zahl soll die pri- 
märe Zahl der Gruppe genannt werden. 

Jede Zahl abo kann dadurch, dass man dem o seinen Werth 


ut a er At BUS R 
substituirt, auf die Form Bat zn gebracht werden, worin 


A=2a—b, B=b, also A=B (mod. 2) 
ist. - Umgekehrt ist A+BIZE stets einer complexen Zahl a-+bo 
® 2 ? 
gleich, wenn 4 = B (mod. 2) ist, denn man braucht nur zu setzen: 


= Ba—@F2, 


2. Die reellen Primzahlen, mit Ausnahme der Drei, zer- 
fallen in zwei Gruppen: in Primzahlen von der Form 6n + 5 
und solche von der Form 6n2 — 1. Die erstern spielen auch in 
der Theorie der complexen Zahlen « 4 bo die Rolle von Prim- 
factoren, d.h. sie sind nicht weiter in Factoren zerlegbar, welche 
von Einheiten verschieden sind. Wäre nämlich eine solche Prim- 
zahl 3 dem Producte zweier complexer Factoren gleich, etwa 


on A+BV-Z3 4+ B’V—3 
ZT 2 2° ’ 





so ergäbe sich daraus 
2 3 92 2 p'2 
q? == 4#73# R 4 Bal BEDIE 
4 4 
worin die beiden Factoren als Normen complexer Zahlen ganze 
reelle Zahlen sein müssen. Eine derselben muss durch g theilbar 


sein, z. B. 
4:-++3B?=0 (mod. y); 


TER 


entweder folgen hieraus d= «g, B= ßyg, während «, ß ganz- 
zahlig sind; da aber dann 


rad A? +3B' 
ee 


wäre, so würden die complexen Zahlen NA. u 
Einheiten sein, was keine eigentliche Zerlegung von g ergäbe. 
Oder man findet A, B nicht durch g theilbar, wo dann eine Zahl ß 
der Congruenz Bß = 1 (mod. g) gemäss bestimmt werden kann, 


und sich (AP)? = — 3 (mod. g) d.h. 


ER 


nach dem quadratischen Reeiproeitätsgesetz und G]. (7) Vorl. 9also auch 


D-9-+ 


ergiebt, während doch unter den beiden Resten 1, 2 (mod. 3) 
der erstere den quadratischen Rest, also der letztere den quadra- 
tischen Nichtrest von 3 repräsentirt. 

Wenn so die reellen Primzahlen der Form 62 +5 auch 
als complexe Zahlen Primzahlen bleiben, weiss man aus Nr. 1 
der 11. Vorlesung, dass jede Primzahl von der Form 6n +1 
in zwei conjugirte complexe Factoren zerlegbar ist, von denen 
man sich, wie in Nr. 3 der 12. Vorlesung bezüglich der complexen 
Factoren der reellen Primzahlen An + 1, leicht überzeugt, dass 
sie nun die Rolle von Primfactoren übernehmen. 

Es giebt demnach hier drei verschiedene Arten von Prim- 
factoren: die Zahl 1 — o, die reellen Primzahlen der Form 6n +5, 
und die zweigliedrigen Primzahlen, welche reelle Primzahlen» der 
Form 6n + 1 zu Normen haben. Die zweite Gattung ist primär, 
die Zahl 1 — o soll als primäre ihrer Gruppe bezeichnet werden, 
die Zahlen der dritten Gattung werden es, mit einer passenden 
Einheit multiplicirtt. Genau auf demselben Wege, wie bei 
den complexen Zahlen a + bi, lässt sich beweisen, 
dass jede complexe Zahl nur auf eine einzige Weise 
als Product solcher primärer Primzahlen dargestellt 
werden kann. 

3. Dazu genügt es nach der allgemeinen Be- 
merkung in Nr. 4 der 12. Vorlesung, Zweierlei nach- 
zuweisen: Erstens, [dass ein endlicher Algorithmus 
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zur Berechnung des grössten gemeinsamen Theilers 
zweier complexer Zahlen existirt, was durch folgenden 
Satz (nach der eben angeführten Numiner) offenbar erreichbar 
wird: 








i A+BV—3 ‚ _.4+B’V-3 ; 
nit 5 2 ne Srun E B ’aweicom- 
plexe Zahlen von der Art a—+ bo, so giebt es stets 
Ber 
eine complexe Zahl z Aa derselben Art, von 


der Beschaffenheit, dass Nm — m’z) < !/, N (m) ist. Denn, 
setzt man 





A+BV—3 es 

h er ll —), 
sodass 

AA E3BB' BIAs 2 4'E 


a = 








2 ‚ = 2 . ’ N 
4213 32° u 4241 32% 
ist, und wählt für % diejenige ganze Zahl, welche ß am Nächsten 
liegt, für x dagegen diejenige der beiden, « umgebenden, Zahlen, 


2 +4V—3 
2 


welche mit y gleichartig ist, so ist eine complexe, 


aus o gebildete, Zahl von der Beschaffenheit, dass 

| Ne — 
Nle—x — N —3 2 
RB VB 2 er) <2, 
also 
v (3 _ #408 tl) on (A475) 
ist, was zu zeigen war. 





Zweitens muss gezeigt werden, dass ausser den 
oben bezeichnetenPrimzahlen keine andern existiren, 
was ganz ähnlich geschieht, wie in der vorletzten Vorlesung. — 

Definirt man nun wieder zwei complexe Zahlen n, m’ als 
congruent (mod. m), wenn ihre Differenz durch die (complexe) 
Zahl m theilbar ist, so gelten die gewöhnlichen Regeln und Sätze, 
darunter namentlich der Satz, dass eine Congruenz, welche in 
Bezug auf einen Primzahlmodulus stattfindet, nie mehr incongruente 
Wurzeln haben kann, als ihr Grad beträgt. 

Sei a + bo eine complexe Zahl, so werden alle diejenigen 
complexen Zahlen, welche mod. (@ + bo) der Zahl « + Bo con- 
gruent sind, durch die Gleichung | 
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atye=ltb)(ltHugt+a+ Pe 


bestimmt, wenn /, u alle möglichen ganzzahligen Werthe erhalten, 
Aus dieser Gleichung ergeben sich aber 


z=at—bu+te, y=bt-+la—b)u-tBß. 

Ist also d grösster gemeinsamer Theiler von a und b, also 
auch von «a — b und b, so muss y = ß (mod. d) sein, und, wenn 
y, der kleinste Werth ist, welcher dieser Bedingung genügt, so 
hat die Gleichung 

bt +a —b)u=y, — P 
unendlich viel ganzzahlige Lösungen der Art, dass die Formeln 
a—b b 
i=1h + —— 
alle Lösungen ergeben, wenn Z,. u, eine derselben, und z eine 
unbestimmte ganze Zahl bezeichnet. Dann findet man aber 


a? — ab b? 
z—=at buy + + — re 24 
und es Bent einen bestimmten Werth des z, für welchen & kleiner 
h a? — ab b? f : 
wird als —— r FR Der entsprechende Werth von x heisse «,, 


dann ist 
te =a-+ Pe mod. (a + be) 


und der Beweis geliefert, dass unter allen Zahlen «+ yo, bei 
welchen x, y die Werthe aus den beiden Reihen: 


DRS N, [a 0,:1,9,, 





resp. erhalten, stets eine einzige einer gegebenen Zahl mod. 
(abo) congruent ist, mit andern Worten: es giebt «a — ab-+-b? 
incongruente Heeste, und die Zahlen x + ye con- 
stituiren einvollständiges Restensystem mod. (a—+- bo). — 

4. Ist nun m=a- be eine von 1— oe verschiedene 
Primzahl, so ergiebt sich wieder sehr leicht das Analogon des 
Fermat’schen Lehrsatzes: Für jede, durch m nicht theil- 
bare, complexe Zahl n besteht die CGongruenz 


(1) n«—=1 — 1 (mod. m), 


\ 


in welcher #« die Norm von m bedeutet. Diese Norm ist. 
gleich 9°, wenn m eine reelle Primzahl q von der Form 6r-+5 
bezeichnet, dagegen gleich p, wenn m ein Factor einer reellen 


RER 


Primzahl » von der Form 6r —+ 1-ist; in allen Fällen also ist 
« von der Form 62 4 1. 
Aus dieser Bemerkung folgt, dass die Congruenz (1) auch 
folgende Darstellung zulässt: 
u—1 u—1 u—1 
ei a o)(n ”—e9) = 0 (mod. m). 











Alle, durch m nicht theilbaren, Reste zerfallen demnach in’ 


. . Er 1 . 
drei Classen von je —— Zahlen, welche resp. die Wurzeln der 


drei Congruenzen 


3 D) 
2 


(2) n =Lı,r"=0;n" = 0% (mod. m) 
sind. 

Die Zahlen der ersten Glasse sind die cubischen 
Reste von m. Zum Beweise dieses Hauptsalzes gelangt man 
mittelst derselben Betrachtungen, wie in Nr. 7 der vorletzten 
Vorlesung, nur dass hier ein anders zusammengesetztes Rest- 
system (mod. m) zu Grunde gelegt werden muss, dessen Existenz 
leicht zu erkennen ist, nämlich ein, aus drei solchen Gruppen 
von u Gliedern bestehendes Restsystem, dass, wenn r die 
Zahlen der einen Gruppe bezeichnet, die der beiden andern durch 
ro und ro? resp. ausgedrückt werden. 


Unter dem cubischen Character einer durch m 
nicht theilbaren Zahl » soll hinfort diejenige Potenz 
von o verstanden werden, welche in der Gongruenz 

[eartt 
a € 
n" =oe" (mod. m) 


gewählt werden muss. Führen wir für denselben das von 


. . . n ® [) . 
Eisenstein benutzte Zeichen Ne ein, so ergiebt sich dem- 


nach‘ die Congruenz 





(3 ee 
(5) n" = | > | (mod. m). 


Auch hier sei, wenigstens in aller Kürze, des Analogons des 
Gauss’schen Lemma gedacht, dessen Beweis, auf dem vorher 
angegebenen Restsysteme beruhend, nach den früheren Mit- 
theilungen keinen Schwierigkeiten unterliegt. Dies ist folgender 
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Satz: Ist n einedurch m nicht theilbare Zahl, und wer- 
uw—1 


den «,ß,y von den —,— Zahlen n.r resp. Zahlen der 
Gruppen r, re, ro? resp. (mod. m) congruent, so ist 
n c 
— oP+?Y, 
(4) = g 


5. Da auch das Symbol für den cubischen Character offenbar 
ausser der Gleichung 


(9) Es — Bl wenn n’ = n (mod. m) ist, 


m 


auch der andern Gleichung 


a... [erh 


in welcher n, »’ zwei gleiche oder verschiedene, durch »n nicht 
theilbare Zahlen bedeuten, Genüge leistet, der cubische Character 
eines Products also durch die seiner Factoren bestimmt wird, so 
genügt es, im Folgenden die einfachen Fälle zu betrachten: 


\n—=—1, ro rl - oem, 
wo m’ eine von m verschiedene complexe Primzahl bedeutet, und 
die Werthe der zugehörigen Symbole 


=: sa 


zu bestimmen. Für das letzte existirt wieder ein sehr einfaches 

Reciprocitätsgesetz, das dritte soll später untersucht, die ersten 

beiden aber können unmittelbar gefunden werden. 
Ist nämlich r eine reelle Zahl und g eine reelle Primzahl 


R 1 . 
von der Form 6m + 5, sodass E eine ganze Zahl ist, so folgt 


aus dem Fermat’schen Satze: n7-! = 1 (mod. g) die Congruenz 





Ar 3 
m)" —n" —=1 (mod. g) 





und folglich 
7 Z|=-+1. 
M + 
Hiernach ist z. B. F# — + 1. Ebenso aber ist, wenn 


a+ be Factor einer Primzahl p von der Form 62 + 1 ist, nach 
der Definition 


1 
2 —1 Ru 
Beer —= +1, 
also findet man allgemein: 
—1 

s ]-+: 

Aus der Definition des Symbols selbst ergiebt sich ferner 
sofort die Congruenz 


u 
[ ln —=o° - (mod. m), 


m 
oder, weil m von 1— eo verschieden vorausgesetzt ist, die Gleichung: 
u—1 
3 
(9) 2] =e 
Schliesslich sei hier eine einfache Bemerkung angefügt. Ist 


o* der Werth des Symboles Bad so besteht die Gongruenz: 


u—1 
(e+ße) "= eo" (mod. a + bo), 
d. h. eine Gleichung von der Form 
A 
@+ß)"—e" + (a+be)(4+ Bo), 

in welcher u = N(a + bo), A, B ganze reelle Zahlen sind, und 
welche wegen der Irreduetibilität der Gleichung oe +1=0 
auch bestehen muss, wenn o? statt o gesetzt wird; dadurch aber 


ergiebt sich 
e= 


e+Be)" = + (a + be?) (A+ Be) 
un 
«+ Be?) "=?" (mod. a + be), 
d. h. der Werth des Symbols [< | ist o2°. Aus dieser Be- 


oder 








+ be 
merkung erhält man die nützliche Gleichung: 
er Bose - fer Po]° 
4 Fade 


Beweis des Reciprocitätsgesetzes. 


-6. Nachdem im Vorigen die arithmetische Grundlage für die 
Theorie der cubischen Reste gelegt worden, müssen nun die- 
BACHMANN, Lehre d, Kreisth, 13 
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jenigen Formeln aus der Kreistheilung zusammengestellt werden, 
durch deren Hilfe der Beweis des Reciprocitätsgesetzes sich er- 
giebt. Wir sind darauf bereits in Nr. 2 der 11. Vorlesung ge- 
führt worden. Bezeichnen wir hinfort mit 7,, T, die beiden Aus- 
drücke: 


. u=p—1 u=p— 
(o, r) ei Dignta ri, (0°, r) Deine re, 
ui ui 
so liefern die Formeln der angeführten Nr. folgende Gleichungen: 
(11) = 
| 1.—=(-1)°.p, 
(12) T?=pla-+be), Ty’=pl(a-+ bo?) 
worin 
u=Pp—-2 
(15) Ad —- h 0 Te 
Hl 


gesetzt ist. Aus den Gleichungen (12) erhält man die Ausdrücke 
T,, T, durch Wurzelausziehung, aber mit der Unbestimmtheit be- 
haftet, dass man nicht weiss, welche der Cubikwurzeln ihnen 
gleichzusetzen sind; diese Frage, welche der in Nr. 3 der 9. Vor- 
lesung bezüglich der Summe S aufgeworfenen analog ist, ist auch 
hier bisher noch nicht beantwortet worden, jedoch bedarf es 
auch wieder ihrer Lösung nicht zum Beweise des cubischen Re- 
ciprocitätsgesetzes. Wohl aber haben wir festzustellen, ob in der 
durch die Kreistheilung erhaltenen Zerfällung von p in die beiden 
conjugirt-complexen Factoren a + be, a + bo? diese primär 
sind, oder nicht. Die Antwort hierauf wird ebenfalls durch die 
Resultate der angeführten Nr. gegeben und fällt zu Gunsten der 
erstern Alternative aus, da wir dort gesehen haben, dass «= —1, 
b=0 (mod. 3) ist. 

Bezeichnen wir also fomlan mit o, © die beiden conjugirt- 
complexen primären Factoren, in welche p zerlegbar ist, so muss 
© mit einer dieser beiden Zahlen: 

ar 0 — Ah2le8) „leg A 

übereinstimmen. Da das Vorzeichen von 2 mit der. willkür- 
lichen Wahl der primitiven Wurzel g sich ändert, dürfen wir 
letztere so gewählt denken, dass = «a bo wird. Aus den 
beiden CGongruenzen | 
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Bm 
1 3 
a+bg"=0, a+be=O (mod. o), 
deren erste eine Folge der Congruenz (13) in der angeführten 
Vorlesung ist, schliesst man sodann, dass 
»oy—1 


lege (mod. o), 
also bed = ist. Hierdurch erhalten die beiden Ausdrücke 7\, 7, 


folgende Gestalt: 


k=r—l m=p—2 NZPp+-2r m 
T, == > DS E pi == > 0” A rg" == > ee] 3 r9 He 


ui 20 m=0 
oder, was dasselbe ist, 


Ebenso kommt 


Ersetzt man in‘ diesen Ausdrücken r durch »*, während % 
durch p nicht theilbar ist, und bezeichnet die so entstehenden 


Ausdrücke mit 7,®, 7,®, so findet man leicht folgende Be- 
ziehungen: 


k]2 k 
Wire / Kae R 
(14) T, Eu To 7, |-% 


7. Durch die soeben angegebenen Hilfsmittel können wir 
nunmehr das Reciprocitätsgesetz, welches in der Theorie der 
cubischen Reste herrscht und von allen analogen Gesetzen das 
einfachste ist, mit Leichtigkeit beweisen. Wir unterscheiden aber 
dabei vier Fälle. 

1) Sind g,g zwei reelle Primzahlen von der Form 


6n 4 5, so folgt aus der Gleichung (7) sowohl & —1 als 





auch 7 — 1, also ist stets 


” = 


2) Während g eine Primzahl der Form 6n +5 ist, 
sei p eine solche von der Form 6n +1 und 8% ihre 
primären Factoren. Erhebt man den Ausdruck 7, zur g“* 

13* 
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Potenz, so ergiebt sich, indem alle durch g theilbaren Glieder 
der Entwicklung vernachlässigt werden, die Congruenz: 


N 


p—1 2 
Te 3 Ei ‚r? = T,® 
N n) 
SH 


und folglich nach (14): 


er; 


Multiplieirt man hierin mit 7, und berücksichtigt die Glei- 
chungen (11) und (12), so kommt: 
ap 
Fe Ri 
(Pö) le 
und durch ‚Erhebung zu der (4 — 1)“* Potenz, wobei p-1=1 
gesetzt werden darf, 


(mod. g) 


po)’ = 3 (mod. g). 


Obwohl diese Congruenz keine gewöhnliche ist, darf sie doch wie 
eine solche aufgefasst werden, denn, als Gleichung geschrieben, 
hat sie die Form 





(po) " [4]: #. 


worin W eine ganze Function von r mit ganzzahligen complexen 
Coöfficienten bezeichnet, ist also von der Art der Gleichung (10) 
in der 11. Vorlesung, und, da sie ebenso wie diese bestehen 
bleibt, indem man e durch ge? ersetzt, wie sich leicht ergiebt, 
indem man mit dem Ausdrucke 7, ebenso verfährt, als es mit 
T, geschehen ist, so gestattet sie analoge Consequenzen und führt 
zu dem Schlusse, dass die Differenz 


ist. Da nun 


nl 
N De 
& 
rer) 
| 
en 
SQ IS 
[u 
nt 
s|e 
EEE 
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ist, schliesst man nach Formel (7) die Gleichung: 


iB =lel 

3) Nun seien p und p, zwei verschiedene ‘Prim- 
zahlen der Form 6n + 1, jene habe die primären 
Factoren ©, @, diese die primären Facloren #,,@,. Er- 
hebt man den Ausdruck 7, zur p,“” Potenz und vernachlässigt 
alle durch p, theilbaren Glieder der Entwicklung, so findet man 


s—p—l 
s 
Ffe].mone mm 


sl 
ps 
u] re 


woraus sich, indem man mit 7, multiplieirt und die Gleichung (11) 
berücksichtigt, folgende Gongruenz: 


(= [2D)e= 
oder auch nach (12): 
Bea} ; 
(29) ee = ) p=0 (mod. p;) 


ergiebt. Diese Gongruenz findet zwar nicht im gewöhnlichen Sinne 
statt, jedoch findet hier die Bemerkung aus dem vorigen Falle 
wieder Anwendung und man erhält im.gewöhnlichen Sinne 


le 


also nach (14): 


mn—l 
po)’ = Er (mod. 9), 





[ri] 


also, da ©, ein Factor von p, ist, auch (mod. #,), und daher die 
Gleichung, 


Da nun auf demselben Wege 


»&]) _[P]? 
M) ®; 


gefunden wird, so folgt zunächst durch Multiplication beider 


Gleichungen 
»1.[%] _[rı].[? 
ö, a a 
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5.12 
. ” ” [N] * ®. . . . 
und, wenn nun beiderseits mit Ei multiplieirt und die zweite 


der vorhergehenden Gleichungen sowie der Umstand beachtet 
wird, dass der Cubus des Symbols für den cubischen Character 
der Einheit gleich wird, so ergiebt sich 


u Bigicil 


4) Hiermit wären alle Fälle erschöpft, welche man durch 
Combination der verschiedenen Arten complexer Primzahlen her- 
stellen kann, wenn der vorige Beweis auf zwei conjugirte zwei- 
gliedrige Primzahlen Anwendung fände, was jedoch nicht der 
Fall ist, da man die Normen der Primzahlen p und p, als ver- 
schieden dabei vorauszusetzen hat. Es seien daher endlich 
abe und a bo? zwei conjugirte primäre Prim- 
zahlen mit der Norm p, so findet sich aus den identischen 
Gleichungen 


a+be= 2a —hb — (a 4 be) = A— (a + be?) 
a+bt—=2a—b—(a-+ 1 


und der Gleichung (5): 


[% giR a) Ai 1: ur EN en Li 
a-+ bo? a+be?| abo a+t Yi 


Da aber nach der Gongruenz (16) der 11. Vorlesung A cubischer 
Rest von p ist, so ist es auch ein solcher von jedem der beiden 
Factoren von », die beiden Symbole haben daher den gemein- 
samen Werth Eins, und man findet: 


(18) atbe]_ fat be? 
a+be| ja-+tbe|' 

In allen Fällen bleibt also die Beziehung zwischen den reci- 
proken Symbolen dieselbe, und es ergiebt sich das sehr einfache 
Reciprocitätsgesetz: Sind m, m zwei primäre Primzahlen 
von der Form a-+- bo, so ist der cubische Character 
von m in Bezug auf m dem cubischen Character von 
m’ in Bezug auf m gleich. 

Dieses Gesetz wurde zuerst von Jacobi in seiner Note über 
Kreistheilung ausgesprochen und ist auch in. seinen Vorlesungen 
bewiesen worden. Der erste, übrigens ganz ähnliche Beweis, 
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welcher davon publicirt worden, ist der Eisenstein’sche in 
Grelle’s J. Bd. 27*), welchen in den Hauptzügen wir hier wie- 
dergegeben haben. Vgl. übrigens wieder Lebesgue’s recherches 
sur les nombres, in Liouv. J. Bd. 4. ; 





Fünfzehnte Vorlesung. 


Die Bildung der Periodengleichungen. Zerfällung von X in 
| Factoren. Die Ergänzungssätze. 


l. In der 6. und 8. Vorlesung haben wir zwei Methoden 
kennen gelernt, um die Kreistheilungsgleichung aufzulösen: Die 
eine führte sie auf Hilfsgleichungen zurück, deren Wurzeln die 
zusammengehörigen Perioden von derselben Gliederzahl waren, 
die andere lehrte diese Hilfsgleichungen sowohl als die Kreis- 
theilungsgleichung selbst direct auf reine Gleichungen zu redu- 
ciren. Obwohl nun vermittelst dieser letztern Methode die Perioden 
gefunden werden können, ohne die Gleichungen, deren Wurzeln 
sie sind, erst wirklich zu bilden, so ist die Bildung derselben 
doch sehr lehrreich und soll hier in einigen der einfachsten Fälle 
wirklich durchgeführt werden, weil auch hier wieder der wunder- 
bare Zusammenhang zwischen der Kreistheilung und höheren 
Arithmetik zu Tage tritt. — 

Sind wieder 9 N ++» + Ne-ı die e Perioden von f Gliedern, 
so besteht die Aufgabe, welche wir uns stellen, in der Bestim- 
mung der Coöfficienten der Gleichung F(x) = 0, deren Wurzeln 
sie sind, mit andern Worten: in der Bestimmung der Werthe 
für die einfachsten symmetrischen Functionen: 


no Hm... Ne 
Nie Bart Na +8 ee 1 


Nyin- 3.» Nanız 


*) Eisenstein, Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die cubischen 
Reste in der Theorie der aus 3% Wurzeln der Einheit zusammenge 
setzten complexen Zahlen. 
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denn diese sind bekanntlich, mit passendem Vorzeichen genom- 
men, jenen Coöfficienten gleich. Die erste derselben ist als 
Summe aller Wurzeln der Kreistheilungsgleichung bekannt, nämlich: 


(1) Te EL 


Um die übrigen zu bestimmen, kann man sich der Sätze 
in Nr. 6 und 7 der 6. Vorlesung bedienen, vortheilhafter aber 
sind folgende, von Kummer in Cr. J. Bd. 35 pag. 325 mit- 
getheilte Betrachtungen. 

Das Product der beiden Perioden: 


s—=f—1l —f—1 
m -) ges ee >) gettk 
sd = 
kann folgendermassen geschrieben werden: 
s=/-1t=f—1 


No Mk ee > yet 


se) i=D 
da für ein stehendes s die Zahlen {+ s und i gleichzeitig den 
Zahlen 0, 1,2,....f— 1 (mod. f) congruent werden. Indem 
man nun zuerst die Summation nach s ausführt, muss man zwei 
Fälle unterscheiden: entweder wird für ein bestimmtes t: 


(2) 14 9*=0 (mod. p), 


dann redueirt sich der entsprechende Theil der Doppelsumme 
auf f; oder aber man findet 





(3) 1 + gt = get? (mod. p), 
während A eine der Zahlen 0,1,2,....e— 1 und z eine der 
Zahlen 0, 1,2,....f— 1 bezeichnet; in diesem Falle wird der 
entsprechende Theil der Doppelsumme gleich 
ze bean “ hu 53 
DYB DE REN: 
s=0 


Nun ist die Congruenz (2) gleichbedeutend mit der Gleichung 
Bay 
et+k= a ‚ denn et+ % kann nur einen der Werthe 


0,1,2,....p— 2 haben, unter welchen der eben bezeichnete 
allein jener Congruenz genügt. Ist aber f gerade, so folgt aus 
dieser Gleichung, dass # durch e theilbar ist, welcher Bedingung 
unter den Werthen 0,1,2,....e—1, die k erhalten kann, 
nur k= 0 entspricht, und dann giebt es nur den einen 
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Werth = = ‚ für den die Gleichung besteht. Ist dagegen f un- 


gerade, so muss % durch ie theilbar, kann aber nicht Null 


. e . a 
sein, da sonst f.„ =0 (mod. e), also f gerade sein würde, 


=) Are 
also ergiebt sich k = 5 und = I, Versteht man hier- 


nach unter n®% die Einheit, wenn entweder f gerade und k—= 0, 
s e . . m { . . 
oder f ungerade und k = 5; Ist, in allen andern Fällen aber die 


Null, so tritt allgemein der erste der obigen Fälle n‘% mal ein. 
Mit m), möge ausserdem . bezeichnet werden, für wieviel ver- 
schiedene Werthe des £ der zweite Fall eintritt, sodass mi; —=( 
ist, wenn einem Werthsysteme A, k kein, der Congruenz (3) ge- 
nügendes Werthsystem £, z entspricht. Dann ist offenbar 


(4) NN =nM.f+ mi . No + ne te 


m 


also, indem in dieser Gleichung 79° statt r gesetzt wird, wo- 
durch die Perioden n,, N,» - - 9%—ı um m Stellen cyclisch ver- 
tauscht werden, auch 


(5) Yan Ann. Hm nm mit... tm. n z 
Mit Leichtigkeit ergeben sich einige allgemeine 


Eigenschaften der CGoöfficienten m#. Da zunächst jede 


Periode f Glieder enthält, so hat das Product n, .nx deren f?, 
aus der Darstellung desselben in der Form (4) folgt daher un- 
mittelbar die Gleichung 


(6) „9 mi mt... mt =f, 

und mit Rücksicht auf sie findet man dann 

NNHNNR + + Ne mn .ef—mi— mi — ....— m 
(7) —=n®9.,p—f, 

also auch 

Nm « Nam Nm Mm + Nm Nm and). p-—f, 
oder, wenn %k statt k 4 m gesetzt wird: 

(8) NmNk + Nm Nk+1 Tees Nm Ne Als seh. Do 


Ferner wollen wir die Gleichung (4) mit n, multipliciren 
und in der so gebildeten Gleichung r successive durch »%, 


— 1 . 
r9°,....r9° erseizen, wodurch sich folgendes System von 
Gleichungen ergiebt: 
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NM .f. nn tmd.n tan m... + mE „Neı 9a 

mM nt min + mengn4ı + 2. Hm, Monat 

Ne mn fen tm nennt m Mm ++: 
7 m;F, - Ne—2Nn—1 » 


Addirt man diese Gleichungen, so wird der Coöfficient von 
n% sowie der Coöfficient jeder der Zahlen m“ nach (8) den Werth 


i 
— f haben, ausgenommen für ein gerades f den Coöfficienten 
von m’, welcher 
NA nat Nr+ı NA + oo... + NN 
also nach (5) gleich » — f wird, da, wenn f gerade, „9 =1 


ist; für ein ungerades f aber den Coöfficienten mit» welcher 
2 


N N+Z + Narı Nn+ ZH en NM—1+5 


ist, also denselben Werth hat, weil jetzt n (2) —= list. Je nach 
diesen beiden Fällen für / ergiebt sich also bei Berücksichtigung 
der Gleichung (6): 


[ wenn f gerade ist, no na n« + 7 Nrrı MXtı +: - » 


— Ne-ı1 NL NK- 1 ern IE + P- m; 
(9) wenn £ ungerade ist, NoNAN% -- N, NA+ı NR —- .... 
+ N 1m ma — ftp: ae x 


Da nun der Ausdruck zur Linken dieser Gleichungen durch 
eine Vertauschung von % und % sich nicht ändert, so erhält man 
eine weitere Eigenschaft der Zahlen m;, welche durch die 


Gleichungen 


(10) 


e für ein ungerades f 


EEE Aatenne R 
| m); = m}; für ein gerades f 
2 


m’; Enidr mi; In 
ausgedrückt wird. 

Endlich setze man in Gleichung (5) statt der Zahlen m und 
k resp. m + k und e — %, so ergiebt sich 
NN, mE mE Nm MEZ NmtR—; 
die Vergleichung dieses Werthes von Nm Nm4-k mit dem durch (5) 


a ee 


gegebenen liefert aber mit Leichtigkeit noch folgende Beziehung 
zwischen den Zahlen m’: 
(1 l) m! —m—“. 





h—k 
2. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun 
zunächst diejenige quadratische Gleichung aufstellen, 
- —1 : 5 - 
welche die -gliedrigen Perioden zu Wurzeln hat; 


sind diese n,, n,, so sind also in der Gleichung 


a — (MH) + mm = I 
die Coöfficienten zu bestimmen. Nun ist nach Gleichung (1) 


ntn=-—1 


ü —1 } 
nach Gleichung (4) aber, wenn > was hier an Stelle von f 


tritt, gerade ist, 


Nm mm + mn - 

Die ganzen Zahlen m’,, m’, ergeben sich nach Formel (11) 
einander gleich, was man auch leicht durch folgende Betrachtung 
erkennt. Nennt man n den Werth von n,.Nn,, welcher nach 
Nr. 6, 3) der 6. Vorlesung eine ganze Zahl ist, so lässt sich die 
vorige Gleichung auch so. Schreiben: 


tm tm t)m=d; 
in welcher Gleichung man alle Potenzen von r unter den p‘” 
Grad erniedrigen, sodann durch r dividiren und so eine Gleichung 
erhalten kann, welche wegen der Irreductibilität der Kreisthei- 


lungsgleichung m’, = m’, = —.n ergiebt. Dieses Resultat, ver- 
. . [4 [4 173; 1 
bunden mit der aus (6) folgenden Bedingung m, + m’, = oc 
liefert 
ge a rad: 
No = na 


Be f 
A ie ungerade, so findet sich aus Gleichung (4) 


—:1 ’ ’ 
I IT + mon Ft min 


Ist dagegen. 





und auf demselben Wege die Gleichheit der Coöfficienten m „m, 
welche wegen der aus (6) folgenden Bedingung 


14m, ,+m, —! 2 - 
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die Gleichungen m’, = m’, = = und 
Pr 
EL ano 


liefert. Beide Fälle lassen sich in einer Formel zusammenfassen, 
indem man schreibt 








p—i 
ee HRAI 
Die gesuchte Gleichung hat demnach die Form: 
ei 
12) _ = 





wie uns bereits durch die Formeln (26) der 9. Vorlesung be- 
kannt ist, von wo wir sogar noch weiter wissen, dass die Quadrat- 
wurzeln in diesen Formeln positiv zu nehmen sind, sobald unter r die 


2 2 ’ 
Wurzel cos sing verstandey wird. Setztman y„=2x +1, 


so nimmt die Gleichung (12) die einfachere Gestalt an: 
| m 
(14) ?=-1)°.p.— 





Da für ein gerades — ‚ d. h. für eine Primzahl von der 


Form 4n + 1 sich n® —= 0 ergiebt, so findet die Congruenz (2) 
d..h,dae=2,k=1 zu setzen ist, die folgende: 


(15) gH= — 1 (mod. p) 


für keinen Werth des i statt, und folglich muss — 1 einer geraden 
Potenz von g congruent, also quadratischer Rest von p sein. 


—1 
Ist dagegen p von der Form An +3 also nr ungerade, so 


findet die Congruenz (2) für e=2, k=1 d. i. die Congruenz (15) 
statt, wenn man t= eT- setzt, also ist — 1 quadratischer 


Nichtrest von p. Man gelangt auf diesem Wege wieder 
zu der Formel 


zurück, welche in Nr. 2 der 9. Vorlesung aus der 
Iheorie der quadratischen Reste direct gefunden ist. 


3. Nach Nr. 8 der 6. Vorlesung sind die Pr Einheits- 


wurzeln, aus welchen die Periode n, besteht, die Wurzeln einer 





. Zn 1 er} . . 
Gleichung vom Grade ET deren Coefficienten ganze, lineare 


und ganzzahlige Functionen der beiden Perioden‘ n,, n, sind, 
also die Form ayn,g + «,n,; oder nach den Formeln (15) auch 


folgende Form: 
Vv p—1 
mt n eg: 
2 


haben, während darin die Coefficienten ganze Zahlen bedenten. 
Bezeichnen wir jene Gleichung kurz durch 
y—1 P—3 


Bere M&"+....+M,,=d; 
3 





so ist hiernach klar, dass wir setzen dürfen: 





p—1 

EYE ehe en 

2 5 Le, 
wenn unter Y(x), Z(&) gewisse ganze Functionen von x mit 
ganzzahligen Coefficienten verstanden werden. Die Gleichung 
z=0 aber, welcher die, die andere Periode 7, zusammen- 
setzenden, Einheitswurzeln genügen, erhält man offenbar aus der 
Gleichung z —= 0, indem man in den Coäfficienten dieser letzte- 
ren r durch v9 ersetzt d. i. n, mit n, vertauscht, oder auch, 
was nach den Formeln (13) auf Dasselbe hinausläuft, indem man 
das Vorzeichen der Quadratwurzel in das entgegengesetzte ver- 
wandelt. So findet man 


pi 
j rel) 
Zah m P) a a 
1 aP— 1 


Da nun die Function a in das Product 





der beiden Factoren z,z’ zerfällt, so ergiebt sich 
mittels Substitution folgende merkwürdige Formel: 
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vy—1 


af — 1 LER Tor 
(16) % era De 


2—1 





In welcher Weise die Functionen Y(x), Z(x) zusammen- 
gesetzt sind, darüber wollen wir hier nur einige einfache Be- 
merkungen beifügen. Ohne Weiteres lässt sich soviel übersehen, 


dass, weil 
ZN 
a Ba A re 


2 





ist, die höchsten Glieder der Functionen Y (x), Z (x) resp. 

FLABIeL.. Er | 
2x” + x” „—& ” sein müssen. — Bezeichnet man ferner 
mit A(z) den Ausdruck 


+ (Ye) + Ver. Ze), 


mit B(x) den Ausdruck 


$ (F(@) — Ver.Z (a), 


on r : 2 . . 
wo e zur Abkürzung für (— 1) ” gesetzt ist, so ist 


49= [| [e—-9. Ba=] [e- 9). 
ß 


& 


wenn mit «,P z. B. alle diejenigen quadratischen Reste und 
Nichtreste von p bezeichnet werden, welche kleiner als » sind. 
»—1 
Die letzten Coöfficienten dieser beiden Functionen sind (—1) * ‚re 
a en 
und (—1) *. r2# oder einfacher gleich (—1) ”, da Z« und ZB 
durch p theilbar sind, wie man sofort einsieht, wenn man be- 
merkt, dass 


ZEIT GUN es 
zZ = re yER 


und die Summe 1+9° + 4'+.... 9 — 


(mod. 9) ist. | 
Will man nun aus der Gleichung A(&) = 0, welche die 
Wurzeln r“ hat, zu der Gleichung übergehen, welche die reciproken 


(mod. 2), 


PATE 
* 0 


\ 


A a 
Werthe r=“@ zu Wurzeln hat, so hat man bekanntlich & in — zu 
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; \ : 1 / 
verwandeln, wodurch sich die Gleichung 4(z) — ( ergiebt, 


welche man jedoch, wenn nur ganze Potenzen von x darin auf- 
treten und das höchste Glied den Coöfficienten Eins haben soll, 
ES erne 
ee? zu multipliciren hat. Daraus ergiebt sich offen- 
bar die Gleichung 
p—1 


e_ 2) ?. A () > id (x — 7%) | 


und auf demselben Wege 


= Re 2(5) -/]®- 9. 
ß | 


Unterscheiden wir nun die beiden Fälle, in denen 
p von der Form An +1 und von der Form An +3 ist. 
Im ersten stimmen die Reste der Zahlen — « (mod. p) mit den 
Zahlen «, die Reste der Zahlen — ß mit den Zahlen ß überein, 
da — 1 quadratischer Rest von p ist. Daher ergiebt sich 








also 
D—l Dt 
Er 1,57 EEE LTR 
(17) N r(5) Le, (2) Ziel), 
Im zweiten Falle stimmen, da dann — 1 quadratischer 


Nichtrest von p ist, die Reste der Zahlen — « (mod. p) mit den 
Zahlen f, die Reste von — ß (mod. p) mit den Zahlen « überein, 
wodurch man findet: 
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also 


(18) BE r(,)  unlon, ae z(.) — Z(e). 





x 


Die Gleichungen (17) und (18) bedingen zwischen den Coäffi- 
eienten der Functionen Y(&), Z(x) gewisse Beziehungen, auf 
welche wir bei einer späteren Gelegenheit werden Rücksicht zu 
nehmen haben.) 

Andere Bemerkungen über die Zusammensetzung der Func- 
tionen Y(x), Z(&), auf die hier einzugehen nicht weiter erforder- 
lich ist, sind von Legendre*) später auch von Liouville**) 
und v. Staudt***) angegeben worden, auf deren Arbeiten wir hier 
den Leser: verweisen. 

Noch eine andere wichtige Folgerung aber können wir an 
die Gleichung z = O0 knüpfen, welche zur Ergänzung der Theorie 
der quadratischen Reste dient, indem sie uns den quadratischen 
Charakter der Zwei liefert. 

Bemerken wir im Voraus, dass die Coefficienten der Gleichung 
z — 0) mittels der Newton schen Formeln aus den Potenzsummen 
ihrer Wurzeln gefunden werden können, welche letztere leicht 
angebbar sind. Setzt man wieder 


Ss > => =+ Vi 1) 7. P > 


also De —=4(— 1-8), so ergiebt sich aus den beiden Glei- 


chungen 


k 
pka -1- FR a, NT,ro Eee rKß — S;, = (=) S, 
2712 ne 


in welchen % durch p nicht theilbar vorausgesetzt ist, die Summe 





der A” Potenzen von den Wurzeln jener Gleichung, nämlich 


Se-[-1+(6)-3] 





+) Vgl. Dirichlet’s Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. 
von Dedekind, $ 140. 
*) Legendre, theorie des nombres, 2. edit. Nr. 478. 
**) Liouville, sur un point de la theorie des &quations binömes, 
in s. Journal Bd. 4, 2. serie. 
*#*) v, Staudt in einer Abhandlung in Cr. J. Bd. 67 pag. 205, 
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Betrachten wir nun besonders den zweiten Coöfficienten der 
Gleichung, für welchen man nach den Newton’schen Formeln 


bekanntlich 
2 4M,>> I): BEE 
Dee —+|—1 + () s| 


& 
ist, so müssen nach Nr. 8 der 6. Vorl. alle Coöfficienten in der 
Differenz, wenn sie so reducirt wird, dass sie kein von r un- 
abhängiges Glied mehr enthält, gerade Zahlen sein. Man findet aber 


hät, während 








e) ar DI ee sten = 1 E_ („)] S 
2 
p—1 


RO Tg 


Da hierin die Coöfficienten gerade Zahlen sein sollen, muss 
ER 
2 Bereit 1)? .p (mod. 8) 


sein, aus welcher Congruenz man für y=8n-+1 und p=8n +7 


die Gleichung (7) —= + 1, dagegen für p = 8n + 3 und 
p=8n-+5 die Gleichung >) —= — 1 erschliesst. So ergiebt 


sich folgender Satz: 

‚Die 2 ist quadratischer Rest vonallen Primzahlen 
einer der beiden Formen 8r + 1, dagegen quadra- 
tischer Nichtrest von allen Primzahlen der Formen 
8n +3, ein Satz, den man leicht durch folgende Glei- 


chung ausdrückt: 
Dt 


(19) rt 


4. Setzen wir jetzt p als eine Primzahl von der 
Form 6n + 1 voraus, so können wir drei Perioden 
BACHMANN, Lehre d, Kreisth, 14 





eye 


von eu Gliedern bilden und nach der eubischen 


Gleichung fragen, welche sie zu Wurzeln hat. Diese 
steht zur Theorie der cubischen Reste in derselben Beziehung, 
wie die vorher betrachtete quadratische Gleichung zur Lehre von 
den quadratischen Resten, und bietet daher in mehrfacher Be- 


. ; f 21 . 
ziehung Interesse dar. Sind 7,, 7}, 95 die drei = - gliedrigen 


Perioden, so handelt es sich darum, die Werthe der Coöfficienten 
in der cubischen Gleichung 


(20) alas Mtm+ Na) x? + (N, NMtmm-t Na No) C— MNMNO 


- e —1 \ : . ; 
zu bestimmen. Da hier {= ? en; gerade ist, so liefern die Glei- 


chungen. (1) und (7) sogleich die Werthe der beiden ersten: 
nt tmn=—1 
41 
Mont NN MM = — ur 


Setzt man sodann in der ersten der Gleichungen (9) k—=1,h—=2, 
so ergiebt sich auch der dritte Coöfficient durch die Gleichung: 


9 —1 2 ’ 
(21) 3. >= — a +p.m,. 


Da jedoch auf diesem Wege eine merkwürdige Be- 
ziehung, welche die ganzen Zahlen m’ in diesem Falle 


zur Theorie der cubischen Reste darbieten, nicht 
hervortritt, soll derselbe Coöffieient noch auf einem 
andern Wege ermittelt werden. 

Dazu bemerke man zunächst, dass das Schema der neun 
Werthe 


0 


0 
my. mMı Ms 


(22) \ mW Mens 
\ Mn m? m. 
v 1 2 

sich mit Rücksicht auf die in Nr. 1 angegebenen Eigenschaften 


(10) und (11) der Zahlen m‘ auf das folgende redueirt, welches 


nur noch vier verschiedene Werthe enthält: 


m m: m,’ 
(23) mu. im, msf 
ns irre m} 
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Multiplieirt man nun die aus (5) fürrm—=k—1 sich ergebende 
Gleichung 

Nm tm nat man 
mit 7, und setzt für die Producte 7,79, NN» 9075 ihre durch 
dieselbe Formel gegebenen Werthe ein, so wird man finden: 


ee RR 012 012 
Non Na = my'.f + Imy’m;' + (mı?)? + (m})?] 
0.0 (ee PO 
+ [mı'my? + my’ m;! + my'mı?) m + m). 
Da aber 7,9,7, nach Nr. 6, 3) der 6. Vorlesung eine ganze Zahl 
ist, müssen auf der rechten Seite dieser Gleichung die Coöffi- 
cienten der einzelnen Perioden einander gleich sein, wodurch 
dann 
NoN N my! . f — (mim + my'm;! + my' my"), 
oder wegen der Gleichung 
nm. tm? + m: =m! + m'+m’=f: 
/ —— 112 0 0 
(24) No NN = (m;')“ — m," my 
hervorgeht. 


Hiernach bestehen zwischen den vier Zahlen my, m,°, m,, m,! 
drei Gleichungen, nämlich nach (6) die beiden Gleichungen: 


(25) Im ma m =f—1 
m tm +m'—=f 

aus welchen 

(26) my = m; — 1 


sich ergiebt, und nach der eben gemachten Bemerkung noch die 
folgende: 


(27) my! (m}! — 1) + m)’ + (m)? =m m’ Hm my' —my'm,". 
Es ereignet sich nun merkwürdiger Weise, dass die drei 

Gleichungen (25) und (27), verbunden mit der Bedingung, dass 

die Zahlen m‘; ganze Zahlen sind, vollständig zur Bestimmung 


der vier Coöfficienten ausreichen, wie man sofort sieht, indem 
man der vorigen mit 36 multiplieirten Gleichung nachstehende 
Form ertheilt: 


12m,! + 12m," + 12m," +4 = 36 (m,')? + 9 (m, + m3")? 
+4 — 36 m,! (m, + ma") — 24 m;! + 12 (m, + my") +27 (m, —m3P)?, 
aus welcher, mit Benutzung der Gleichung m tm tm" 
sich die Relation: 
14* 
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(28) Ap = (6m,! — 3m," — 3m," — 2)? + 27 (m)? — m,P)? 
ergiebt. 

Man gelangt auf diese Weise einerseits zu dem 
bereits in Nr. 1 der 11. Vorlesung gefundenen Satze, 
dass das Vierfache einer Primzahl von der Form 
6n + 1 stets als Summe eines einfachen Quadrates 
und eines dreifachen Quadrates dargestellt werden 
kann, deren Basis resp. der Eins und der Null (mod. 5) 
congruent sind, wieder zurück. Andererseits liefert 
gerade der Umstand, dass eine solche Zerlegung, wie 
aus dem Hauptsatze der Nr. 2 voriger Vorlesung her- 
vorgeht, nur auf eine Weise möglich ist, eine genaue 
Bestimmung der Coöfficienten m,, my, my, m,!, indem 
sich die eine Gleichung (28) dadurch in zwei andere 
zerlegt. In der That, bezeichnen 4, B dieselben Zahlen, wie in 
der angeführten Stelle der 11. Vorlesung, so muss 


(29) 6mg! — 3m" — 3m, — 2 = A, 3(m,' — m,) = B 


sein. Man könnte zweifelhaft sein, ob B in der zweiten dieser 
Gleichungen nicht negativ zu nehmen sei; der Natur der Sache 
nach ist weder das Zeichen von B. noch auch das von m,’ — my" 
völlig bestimmt, sondern von der Wahl der primitiven Wurzel g 
abhängig, bei deren Veränderung die Perioden n,, n,, also auch 
die Zahlen m,°, m,® sich -mit einander vertauschen können. Dass 
aber die beiderseitigen Vorzeichen auf die in (29) angenommene 
Weise einander entsprechen, soll sogleich durch eine andere Be- 
trachtung erhärtet werden. | 

Nun können die Werthe der vier Coöfficienten m’, m,®, m,°, my! 
bestimmt werden. Setzt man A=3« — 2, B=3ß, so findet 
man zunächst aus den beiden Gleichungen 


a = 2m! — m’ — m, f= my! + m," + m,’ 
unmittelbar: 


u 


erl 

3 2 
also nach (26): 
a+f—3 
3 :Bhe: 2 


ve 
I, = 


sodann aus den beiden Gleichungen 


0 RR ee; 0. EEE 
m + m, = 2m, a, m, MB 
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die beiden andern Werthe: 
Pe m A re rar 


Hierauf ergiebt sich, da f= P=! ist, vermittelst der Glei- 


m f 


ehung (21) folgender Werth des noch zu bestimmenden dritten 
Goöffiecienten der cubischen Gleichung: 


(80) Non Mg = (er te En) 


Demnach nimmt endlich die gesuchte cubische 

Gleichung die Gestalt”) an: 

(31) a3 4 x? Pr _ let Es) == 

oder, vermittelst der Substitution3e + 1=y, die ein- 
fachere Form: 

(32) Y—3py—pA=0. 

5. Da die merkwürdige Beziehung, welche die 
 Coöfficienten m‘ zu der Darstellung von 4p in der 
Form 4? -+3D? gezeigt haben, bei dereben geführten 
Untersuchung ganz überraschend auftrat, wollen wir, 
ehe wir zu andern Betrachtungen weitergehen, ihren 
Grund aufsuchen. Derselbe liegt aber in dem Um- 
stande, dass diese CGoöfficienten mit der Function 
a» (h, k,g) zusammenhängen, welche wir in Nr. 2 der 
10. Vorlesung eingeführt haben. In der That, die Con- 


gruenz 
u=Pp-2 


vb k,g)= > m (+ 1)" (mod. 2) 


a=1l 
kann man auch so schreiben: 
ı»(h, k, g) = >’ (9 + 1)” (mod. p), 
wo m alle Werthe von O bis ap — 2 mit Ausnahme des Werthes 


1 e: 
er anzunehmen hat, oder, wenn man m = et + u setzt, und, 


damit m seine Werthe durchläuft, t alle Zahlen 0, 1, 2,....f—1, 
u aber alte Zahlen O0, 1,2,....e— 1 durchlaufen lässt, die- 


*) Vgl. Gauss’ disquis. arithm, art. 358. Auch Lebesgue, 
recherches sur les nombres in Liouv. J. Bd. 3. 


RE 


jenige Combination 1, u ausgenommen, für welche m =u- el 


—1 _. 
= I würde, auch folgendermassen : 


vw (h, k, 9) BEINZU . (gute 4 1)*. (mod. p). 


Betrachten wir zuerst den Theil dieser Summe, welcher 
einem bestimmten Werthe des u entspricht, also die Summe: 


>; Rs h . ( ger + 102, 
t 


so enthält diese kein Glied, für welches g«+“ + 1 =0 (mod. p) 
wäre; bezeichnet daher wieder m’ die Anzahl der Wertbe von £, 


für welche die Gongruenz 
ae a eu te 


stattfindet, während » aus der Reihe 0, 1,2,.... e—1 ist, so 
wird jene Summe (mod. p) der folgenden: 


> Im" ; EIKE: e(ht-+nz) 4 


in den Fällen also, wo % und n als Vielfache von f vorausgeselzt 
werden, auch der nächsten: 


> u uhten 
M, «(9 
congruent, und folglich 


(35) y (h, k, g) En ge 8 E00 DR 

I 
worin die Summation in Bezug auf v und » über alle Werthe 
aus der Reihe O0, 1,2,....e—1 zu erstrecken iste Da bei 
diesen Transformationen die Anzahl der Glieder in den Summen 
sich nicht geändert hat, so ergiebt sich die Gleichung 


(34) D>ims —=p—2. 


u,v 


Bisher hatten wir keine Annahme über die Form der Prim- 
zahl »p noch über die Art der Zerlegung von p — 1 in die Fac- 
toren e, f zu machen; nunmehr wollen wir voraussetzen, p sei 


von der Form 6a -+1,e=3, ="; !. Setzt man dann 





h=n= f,so geht y (h, k, 9) in die Function y (ee BI, 9 


über, für welche nach den Bezeichnungen in Nr. 3 der 11. Vor- 
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lesung die Congruenz besteht: 
zZ 2. 


Er a 3 Rue: 
Yet Ag" +49 (mod. p). 


Die Formel (35) liefert also 
I „Pt er 
3) Bt2-.4" +." =hrA.9° +4: Y 
(mod. »), 
wenn z 





Pe cite 


Dim EEE ER “+ Byg. 


u,D 


IRRE 70 u BR34 7 u 4.2 di U 
B, = > mY, BJ, = m“, B, = m“ 
UV „UV U,v 


gesetzt, und diese drei Summen über alle Combinationen v, » be- 
zogen werden, für welche resp. v+v=0,1, 2 (mod. 3) ist. 
Nach Gleichung (34) besteht sodann die Gleichung 

(36) Bu +B+B,—p—2. 

Setzt man dagegen A=n=2f, so geht die Function » (A, k, g) 


ARE £ 221 =, 
in die Function % (2 ge h 


d. h. 


— ’) über, für welche 
oO . 
P- p—1 


$, 
IR Pr a os: 
N (? BR, ar, .) er 0 (medep) 


war. Die Formel (53) liefert also bei derselben Substitution : 
> u v)2f 2 3 3 


pl pl 


ee 

=, - 3 3 

Endlich giebt die Gleichung (36) in Verbirdung mit der Gleichung 
(38) A+Ath=p—2 


(s. Nr. 3 der 11. Vorlesung) die Congruenz 


B+2+B=%4 + 4-4 (mod. p), 
welche zusammen mit (35) und (37) die Identität der Zahlen 2,, 
B,, 5, wit den Zahlen A, A,, A, resp. erweist, Denn man findet 
leicht daraus | 
AZ Bash = Ban do =2a, (mad. p); 





= Se 


da aber sowohl die positiven ganzen Zahlen A,, A,, 4, der Glei- 
chung (38) wegen, als auch die positiven ganzen Zahlen B,, B,, 
B, wegen (36) kleiner als p sein müssen, so ergiebt sich 
Bezeichnen nach alle Diesem «a, b, A, B dieselben Zahlen wie 
in der 11. Vorlesung, nämlich 
a=A— A,b=A — A, A=2a—b, B=tb, 
so findet man, mit Rücksicht auf die Bedeutung der Zahlen 2,, 
B,, B}: 
a= m,’ + my! + m? — m," — m! — my”, 
BERN. 1 2 0 ) 2 
b= m, + mu! + my’ — m,’ — m '— m, 
oder nach den Eigenschaften der Zahlen mF;: 
ar 10 128 N - 0 
also 
A= 6m,! — 3 (my + m) — 2, B=3 (m, — m), 
wie vorher aus der Kreistheilung gefunden worden ist. 

6. Die Wurzeln der Gleichung (31) sind nach den 
Formeln (12) der 14. Vorlesung leicht anzugeben. Da 
o” den Werthen 1, o, e? gleich ist, jenachdem m = 0, 1,2 (mod. 3) 
ist, so findet man offenbar aus der Gleichung 

m—p—2 
H a gm I ya 


MO 
T=n + on; T 0°n, 


rt en + 0m» 
aus welchen Gleichungen in Verbindung mit der 


Gleichung - 1=n,-+nm-+ 9% für die drei Perioden 
folgende Werthe gefunden werden: 


n=4-1+n+n)=4(-1+Yro+y/po) 
»—41+en4+e1)=4(—1-+eVps-+ po) 
n—4-1+en t+en=4l-1+e®YVpa+teyra), 


wo ,@ die primären Factoren von p und die beiden Cubik- 
wurzeln, wegen der Gleichung (11) der vorigen Vorlesung, so zu 
wählen sind, dass ihr Product gleich p wird. Setzt man 


die folgende: 


und ebenso: 


rue 


so=l+3n, 5 =l+3n, a =1-4+ 3m, 
so werden z, &,& die Wurzeln der Gleichung (32) sein. 
Obgleich die Werthe der Perioden n,, N, N, unter imagi- 
närer Form erscheinen, müssen sie doch, ebenso wie die Grössen 
& &p &, nach Nr. 11 der 6. Vorlesung reell sein. Dieser Um- 
stand leuchtet auch folgendermassen leicht ein. Setzen wir 


3 
N r9* 42 yoyte de „gcte ie er er „gen—l)+a 


setzt, sodass man die drei Perioden n, n,, n, erhält, wenn « 
successive gleich 0, 1, 2 gewählt wird, so kann man auch schreiben: 


5 —1 
p=6n-+1,soistf—= PT — 2n, also gerade. Wenn man nun 


kh=n—1 


3 


(te + Be) 


en — > 3h+e ir „93 2 


p—1 
® 2 
übergeht, wenn man bemerkt, dass 9” = g = — 1 (mod. p) 
F R ® 27 
ist. Dieser Ausdruck ist aber offenbar reell; denn, da r = cos 5 


a . 2? . . . . . 
+ ; sin „= ist, so wird das allgemeine Glied der Summe gleich 


Ben. um. gets SET DR 
ee a —- cos, —isin m — 


3h-+& 

22T. 

= 2 s COS RR 
p 





also 
h=zn—l 2 \ Beta 
Ne. 2 cos ———— + 
p 
=0 

Die vollständige Bestimmung der drei Perioden n9,N1,N, Vver- 
mittelst der obigen Formeln, sowie die der Werthe &,, &,, &, Ist 
erst dann möglich, wenn die Frage gelöst ist, welchen der drei 


Werthe der Cubikwurzeln Ypo und /p®’ man für T, und T, 
resp. zu wählen hat, eine Frage, welche ihrer Lösung noch harrt, 
wie in der vorigen Vorlesung bemerkt worden ist. Könnte man 
umgekehrt angeben, welche der drei Wurzeln der Gleichung (32) 
mit &,, &,&, resp. zu bezeichnen sind, so würde sich daraus 
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diese Frage entscheiden lassen. Kummer hat in einer Ab- 
handlung in Cr. J, Bd. 32 (de residuis cubicis disquisitiones 
nonnullae analyticae) auf diesem Wege die Lösung der Frage ge- 
sucht, ohne jedoch ganz zu dem gewünschten Ziele zu gelangen. 
Einige Bemerkungen über diese Arbeit werden hier am Orte 
sein. Man findet leicht, dass die Wurzeln der Gleichung (32) in 
den drei Intervallen: 


von—2y p bis — V p, von— Y p bis + V p, von+Y p bis+2y/p 
enthalten sind; denn, setzt man die Werthe -— 32V», ya 
+ 2Y p successive für y in den Ausdruck 

y?’ — 3py — pA 


ein, so erhält man resp. die Werthe: 


— p(2Y p+A,—p(—2V p +4), —p(2Yp+4,—p(—2VYp-+4) 


welche zu zwei aufeinanderfolgenden multiplieirt das Produet 
2.(42 
DA AR) 


d. h. mit Rücksicht auf .die Gleichung 4p = 4? — 3B? den 
negativen Werth —3 p? B? liefern; es haben also je zwei auf- 
einanderfolgende jener Werthe entgegengesetztes Zeichen, woraus 
nach einem bekannten Satze der Algebra die Behauptung sich 
als richtig erweist. Alles kommt daher darauf an, zu entscheiden, 
in welchem der drei Intervalle die Wurzeln &,, &,, &, resp. zu 
wählen sind. Diese Frage lehrt Kummer mittels analytischer Be- 
trachtungen durch die Grössenfolge der drei Zahlen my, m, , m; 


entscheiden, welche resp. die Summe derjenigen unter L liegen- 


den Zahlen bedeuten*), deren Indices den Resten 0, 1, 2 (mod. 3) 
congruent sind. Aber eine solche Beantwortung der Frage ist 
im Grunde nicht die gewünschte; denn, während man aus der 
Natur von p selbst eine Antwort darauf zu verlangen hat, sind 
die Zahlen m,, m,, m, so complieirte Functionen von p, dass man 
a priori über ihre Grössenfolge nichts aussagen kann, und für 
ein gegebenes p sind sie, sobald p etwas gross ist, nur mühsam 
zu berechnen. 

Bei der Kummer’schen Untersuchung spielt besonders der 

Ausdruck 





*) oder vielmehr gewisse sehr einfache Functionen dieser Summen. 
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(E0 — &1) (ei — 8) (ea — &) 

eine Rolle, dessen genauer Bestimmung auch Gauchy in Liouv. 
J., Bd, V eine besondere Abhandlung gewidmet hat. Bemerkt 
man, dass zwar n, und &, von der willkürlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel g unabhängig sind, aber n, und n, untereinander, 
desgleichen also e, und &, unter einander vertauscht werden, 
wenn man die bestimmte primitive Wurzel durch eine passende 
andere ersetzt, so ist das Vorzeichen jenes Ausdrucks mit der 
Wahl der primitiven Wurzel in derselben Weise wechselnd, wie 
die Zahl BZ, sein genauer Werth wird also von dieser Zahl ab- 
hängig sein. Dies ist leicht zu bestätigen. Zunächst bemerke 
man die Gleichungen: | 

Hs TtTatra=0 5 +9, + Hs = — 7, 9a rpA, 
zu denen man die folgende, als daraus folgend, hinzufügen kann: 

Dil u Title u Pe 7 2 


Bilden wir nun das Quadrat der Periode n,, so finden wir 


» —1 ? 
nach den Kummer’schen Formeln, da f = ii gerade ist, 


EL 
N —f Era nm mn, 42 m," N.» 


also, wenn die Werthe für my’, m,°, m," eingesetzt werden: | 
2 — {2} Par. 6 ” 
a. ers, | 3 3ß, fe 
irn term) + nt mm: 


DB um „++ =-lud3 m —n)=ı4— & 
ist, kann man auch schreiben: i 


ef) Hier — 6m rh le — 

oder, wenn mit 3 multiplieirt und für 18n,° + 12, + 2 sein 
Werth 2:,? gesetzt wird, 

3ßB (4 — &) = 2. — Ay — AP: 

Ebenso kommt 

3P (5, — &) = 2:,;° — A, — Ap, 

Bi — 1) = 2 — Ai — AD, 
und die Multiplication der drei letzten Gleichungen liefert nach 
einfachen Reductionen die Formel: 


2) ea) — pp: 








also auch 
(m — 9) (N N) a MM) — pP. 


DT Be 


7. Wir wollen jetzt auch die Gleichung betrachten, 
welche die der Perioden, angehörigen Einheitswurzeln 
zu Wurzeln hat; sie möge durch 

p—1 p—4 


9 3 3 “; 
(39) ? ‚„% + M x Ran 

3 
oder kurz durch z = O bezeichnet werden. Da nach Nr. 8 der 
6. Vorlesung ihre Coöfficienten auf die Form AN ta N + aM 
gebracht werden können, während «a,, a,, a, ganze Zahlen be- 
deuten, so werden sie nach Substitution der Werthe der Perioden 


folgende Gestalt annehmen: 


ee RR, 
4(P+(0-+ Ro) Ypao-+ (0+ Re?) Ypo) 
wenn mit ?P, 0, R ebenfalls ganze reelle Zahlen bezeichnet werden. 


Denkt man sich die Coöfficienten der Gleichung (39) aber in dieser 
Weise dargestellt, so ergiebt sich z selbst von der Form: 


= 4(0+(#+ Wwo)Vpo+ (+ We) Vo»), 
in welcher U, V, W ganze Functionen von x mit reellen Goeffi- 
cienten bedeuten. 

Nun ergeben sich aus der Gleichung z = 0 die beiden ähn- 
lichen Gleichungen 2’ = 0, 2’ = 0, deren Wurzeln die, in jeder 
der beiden andern Perioden enthaltenen Einheitswurzeln sind, 
dadurch, dass man r in r9 und r9° successive verwandelt oder 
die Perioden 9, 1, 9. zweimal hinter einander cyclisch ver- 
tauscht, was ihren gefundenen ‘Werthen nach nichts Anderes 


Be sa sr 
sagt, als dass man Y p& und Yp%»’ successive in 0?Ypo, oe Ypo® 
3,—— 37; = { we: 
und dann in oe Yp®,0?yYp% übergehen lässt. Da hierbei die 
sanzen Functionen U, V, W unverändert bleiben, so wird erhalten: 
7 E 3 EEE 3 > 
= 4(0 +4 (9 + We) eYpa-+ (9 + We) e?V po‘) 
‚ re D) 3 ’ 
2; (u+ F+W)RVyprr ++ We) oVp®). 


„ 


Das Product der drei Functionen z, z’, z”, welches der 


p 
2 4 at—1 x : : & 
Function X = Ra gleich ist, kann durch diese Formeln leicht 


gefunden werden, wenn man die Identität 


(«+B+7) («+Be+r0?) («+Be?+y0) = ++ y? — 3aßy 


beachtet. So gelangt man zu folgender interessanten 
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und der Gleichung (16) entsprechenden Formel: 





BIN , 
40) 90.2 —— U + Y3.p5 + 2.p0 —3p. UrYZ, 


wenn = V/-+- Wo, Z=7- Wo gesetzt wird, und 
U, V, W gewisse ganze Functionen von x bezeichnen. 
Nachdem man auch für & und # ihre conjugirten Werthe a—+ bo 
und a + bo? gesetzt hat, verschwindet übrigens aus der rechten 
Seite dieser Gleichung das Imaginäre, wie nothwendig und leicht 
zu übersehen ist. 

8. Zur Bildung der Coöfficienten M,, M,,:...M,_,in der 
: 3 
Gleichung (39) bedient man sich am Besten der Newton’schen 
Formeln, weil die Potenzsummen der Wurzeln, auf denen diese 
Formeln beruhen, leicht angebbar sind. In der That, da 


= ten ten, Remtemt 0% 
gefunden worden, so wird offenbar, wenn T,%, 7,® wieder die 
Bedeutung haben, wie in Nr. 6 der vorigen Vorlesung, und wenn 
Sk, Sk , $k die Summen der %* Potenzen derjenigen Einheits- 
wurzeln sind, welche resp. die drei Perioden n,, 7, N, bilden, 


ie k 2 ’ „ R k 9 ’ [77 
70 |, | net ent | testen 
sein, während ausserdem die Gleichung s; + s? + s,” = — 1 be- 


steht, vorausgesetzt, dass % eine durch p nicht theilbare Zahl 
sei, da dann die Summe der %“*” Potenzen aller Einheitswurzeln 
den Werth — 1 hat. Aus diesen drei Gleichungen findet man leicht: 


“1 (-rfon#li]n) 
(7 tz DR = 2 7) 
(tt)  entlal.en)- 


Hier sollen diese Formeln benutzt werden, um 
den Goöfficienten M, zu berechnen, aus dessen Werth 
mit Leichtigkeit der Ergänzungssatz zum cubischen 
Reciprocitätsgeselze erhalten werden kann. Man hat 
bekanntlich 


ey 6M, = 355, — sı’ — 28,, 


und aus den vorigen Gleichungen ergiebt sich 


„ 


Ss; = 


um 


[ei] 
= 77 te: lan [a T-+ 1# r,) 


wenn man bei der Berechnung dieser Ausdrücke auf die Formeln 
T®r—arm, Di ls ip de 
und die folgenden, daraus unmittelbar hervorgehenden: 
T?=aT,, T?=%T, T?T,=pT,TT2=pT, 
Rücksicht nimmt. Auf diese Weise erhält man für den Co6fhi- 
cienten von 7, in dem Ausdrucke (41) folgenden Werth: 


3 (12430399. [a] +90. [5] — 18. [5])- 


Da nun M, nach Nr. 7 auf die Form 
3[P+O+RQT,+(0+ Re) T] 
gebracht werden kann, so muss der eben gefundene Werth der 
sanzen complexen Zahl 2 (0 + Ro?) gleich, und folglich der in 
der Klammer enthaltene Ausdruck durch 27 theilbar sein. Die 
so erhaltene CGongruenz 


—4+5—p—3. = +30. [2] — 8. [2] =0 (mod. 9) 
redueirt sich aber, wenn man bedenkt, dass = — 1 und 
+ eer 
also für jeden Fall, den « darbieten kann, congruent — 1 (mod. 3) 
ist, auf folgende: 
p—a+1=3.[,]| (mod. 9) 
oder 


3 


Ip —-5-+1)= Fi (mod. 3). 


[N] 


Nun ist = a + bo, p= a? — ab 4 b?; setzt man 
a=3m—1,b=3n, 30 findet man leicht: 


Ip —s +1)=z1-+n(l — eo) (mod. 3) 
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folglich 
3 
[seit a0 9. 


Nach den drei Fällen n = 0, 1, 2 (mod. 3) wird der Ausdruck 
zur Rechten dieser Congruenz den Werthen 1,2 — oe =3- 07, 
3—2e=3(1—o)-+e gleich, also den Werthen 1, 0°, o oder 
auch in allen drei Fällen dem Werthe 0?” (mod. 3) eongruent; 
also findet man schliesslich die einfache Formel 


n = 0?” (mod. 3) 


[f1] 


oder vielmehr 
3 


3 ET 
(42) I =" —g‘ 
Es handelt sich aber beim Ergänzungssatze darum, den 


Werth des Symboles & en 2 zu bestimmen. Dies geschieht sofort 


mittels der Identität (1 — 0)? = — 30, welche zuerst 


Fr BrEee--e 


und dann, mit Rücksicht auf die Gleichungen in Nr, 5 der 
14. Vorlesung und auf die soeben erhaltene Beziehung 


ergiebt. Da nun b durch 3 theilbar ist, so folgt nach der Gleichung 
p= (ab) — 3ab 

die Congruenz 

p=z(a+tb? also p— 1=(a+b-+I1) (a +b— 1) (mod. 9), 

und da der zweite Factor der Einheit, der erste der Null (mod. 5) 

congruent ist, 





Hiernach wird X ud: De en = 2. m und folglich 


EOS) Base 
It 


Ist endlich x eine reelle Primzahl von der Form 6n —+- 5, 
so ist nach der Gleichung (1 — 0)?= — 30 
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= 


folglich wegen der schon eitirten Formeln 





2 
wofür auch, da 7 ni — Ari ! („—1) und g—1=1 (mod. 3) ist, 


geschrieben werden kann. Diese Formel ist offenbar in der, auf 
den vorigen Fall bezüglichen enthalten, und man gelangt folglich 
zu dem Satze: 

Ist «-+-bo eine der aus e gebildeten primären 
complexen Primzahlen, mit Ausnahme der Primzahl 
1 — eo, so besteht die Gleichung 


2 
1— ar), 
(43) F “ ei = g° e X 





Sechszehnte Vorlesung. 


Fortsetzung: Der Falp=4n-+1. 


1. Wir wollen als drittes Beispiel p als eine 
Primzahl von der Form An +1 voraussetzen, die vier 


Perioden 99, 9, 9,9, von f—= ?7- Gliedern bilden, 


und die Gleichung aufstellen, deren Wurzeln sie 
sind.**) Wir müssen dabei jedoch von vornherein 
unterscheiden, ob p die Form 8n +1 oder die Form 
8n +5 habe, und betrachten zunächst jenen ersten 


*) Vgl. zu den letzten Nummern dieser Vorlesung die Abhandlungen 
von Eisenstein „Nachtrag zum cubischen Reciprocitätsgesetz‘“ in Cr. 
J. Bd. 28 und ‚über die Formen 3“r Grades mit 3 Variabeln, welche 
ler Kreistheilung ihre Entstehung verdanken“ in Cr. J. Bd. 28. 

*#) Vgl. hierzu Gauss theoria resid. biquadrat. comment. I artt. 
15—22, 
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Fall. In demselben erhält man, da f gerade ist, nach den all- 
gemeinen Kummer’schen Formeln folgende Gleichungen: 
erstens 


(1) vH tm ts =—1; 


ferner, weil 


mt m tn + mm tm + mn mm + mM Na 

+ Na: + 30) + 3 MN + mn + Nano + na) 
gesetzt werden kann, aus der Formel (7) voriger Vorlesung, 
wenn successive k—=1, A—=2 gesetzt wird: 


2) tet tn nm ton = —3.%; 


ferner aus der ersten der Gleichungen (9) ebendaselbst für 
k=l,h=2: 


I) NN N MM: + Non Ns + MN = —ftp: m, - 

Um den letzten Co£@fficienten der fraglichen Gleichung, nämlich 
den Werth von 799,293, zu finden, setzen wir zunächst in der 
Gleichung (4) ebendaselbst successive k—=0, 1, 2, 3 und erhalten 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (10) und (11) folgendes System 
vor Gleichungen: 


LT en A My NG ir mn, e my N + m; N3 





4 NM = min my) nt my nt my N3 
9 = mn tm m tm'n tm nz 
| 1013,77 m'ng + my nn, + my N, + mn; 


sodass das Schema der sechszehn Zahlen: 
| Ba le Mi Üben 
my m My My 
„ „ „ „v 
mM, m, M, Ms 
vr m Br m 
m, Mm, My Ms 
auf die fünf Werthe my, m,®, m,°, m;°, m, reducirt ist, zwischen 
denen nach (6) vor. Vorl. noch folgende Relationen bestehen: 
, 5 EN ‚ 
(d) me mm Hm —=f—1, m '+m;'-+2m, —=f, 2(my’+m; )=f. 
Der dritten der Gleichungen (4) kann man wegen (1) auch die 
Form geben: 
u 0 ni £ 
NN, = (m; — my) (Mo + mM) — my, 
und erhält daraus durch cyclische Vertauschung der Perioden : 


noch die ähnliche Gleichung 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 15 
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2103 (m; — my) (m + N) — m;, 
durch deren Multiplication mit der vorigen man findet: 


NN Marz = (m; — m 5)? (Mm + MNa + Nanz + 9390) 
+ m, (m — m) + (m'y)?, 


oder einfacher 


(6) NN Na = — F - (my — m’)? + my’ my. 

2. Um den dritten und letzten Coöfficienten der gesuchten 
Gleichung vollständig zu bestimmen, müssen wir wieder auf den 
Zusammenhang der Zahlen m; mit der Function (A, k, g) zurück- 
kommen. Wird nämlich in der Formel (33) der vor. Vorlesung 


RE : 4 ; 
kn = — geselzt, so geht die Function % (AR, k, g) genau 


in den Ausdruck 


— 92-9 2 
a ap (u-+ u?) 


g 
we 
über (s. Vorl. 10 Nr. 6), welcher congruent 
| Pe a. 3 ie 


43+40" 47% #20 Node 
ist, wenn Ay Ay, Ay, A, dieselben Zahlen bezeichnen, wie an der 
angeführten Stelle, sodass 
(7) 4 Ark rap a2 
und A — A,=a, A — A, = b ist. Setzt man andererseits 


0 / „ vr? . 
B, = > m, B = > m", B, = >) m“, B, = 3 m 
v v v v 

u,v 


u,v u,v U,v 
und erstreckt diese Summen resp. über alle Werthe x, » aus der 
Reihe 0, 1, 2, 3, für welche v+-v=0, 1, 2, 3 (mod. 4) wird, 
so besteht nach (34) der vor. Vorlesung die Gleichung 


(8) | Bo Bi en Be De 
und nach (33) ebendas. die Congruenz: 
p—1 en: e- 
(9) B+ Be" + BY "+ Bay : 
er 2 Po A 
=4,+40 +40 240g 7 Sn 
Aehnlicherweise findet man, wenn successive A=n —= I, 


— 1 ; n } A 
h=n=3, I gesetzt wird, wofür  (h, k, g) in die Summen 
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Hzp3 Pi ind. (u-+ u?) BER? 3. ind. («+ u?) 
ni und > g resp. 


Bl Ww=l 
übergeht, noch folgende Congruenzen: 


Bu + Bı9 RE "+ B9 
Pe 22 2 


a we 
(10) =4A,+ 4,9 "+ Ag’ + Ag 


p—1 p—1 
2 2 
B, + Bg + Pt Bag 


pl p—1 
ZAHtAg" tAHt Ag” | 
welche in Verbindung mit der vorigen und den Gleichungen (7) 
und (8) wieder die Identität der Zahlen 2,, Z,, B,, Z, mit den 
Zahlen A,, A), Ay, A, resp. beweisen. Man findet daher 


0 ” : zZ 
A 2 m — 25 NE > m! — % me, 
r v® ® v )} 
u,v u,v u,v u,v 


oder, ausgeführt geschrieben und mit Rücksicht auf die Eigen- 


p—1 p—1 Pt 
3. 7 


(mod. p»), 








schaften der Zahlen m: 
(11) a = my’ + m," + 2m’, — 2m,’ — m," — m” 
-= my + 2m’, — m," — m,’ — m,), 
et 0 0 
(12) b = 2(m,? — m,). 


Nunmehr können die Werthe m’; berechnet werden. Aus 
den Gleichungen (5) ergeben sich | 


(13) — m,’ — m, = — f-+ 2m’, = — 2m, 
(14) my = — m,’ + 2m’, — 1, 

also 

(15) a=4(m, — m,') — 1. 


‚Verbindet man hiermit die dritte der Gleichungen (5), so findet man 
(16) Sm, —=2fta+t1l, 8m) —=2f—a—1. 
Aus (12) und (13) findet man noch 
4m,’ = 4m,’ -+b, Am,’ = 4m,’ — b, 
also nach (16): 
AD) 8m’ =2f+2b — a—1,8mP =2f—2b—u—]1 
und endlich aus (14) und (16): | 
(18) 8m, = 3a+ 2f—5. 
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Nach diesen Resultaten gelangt man durch Substitution in die 
Formeln (3) und (6) durch leichte Reductionen zu den Gleichungen 


a 1 2f 
NN MmMNn: + NN NN a en. 


-pa+ + AR 
NN nn 64 TE 





Folglich wird die Gleichung vierten Grades, von wel- 
cher die Perioden ,, %, 92, 9, Wurzeln sind, folgende 
Gestalt annehmen: 


| wi pla+1) +? 
(19) at x? — = E a? = Tr .x 
| Me. 
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Dieselbe vereinfachtsich jedoch um ein Bedeutendes, 
wenn man die Substitution 4x + 1=y macht, wo- 
durch die Gleichung 
(20) wer 2)? = Ar ya)” 
hervorgeht. 

3. Ist zweitens » von der Form 8n-+5, also f= BZ 
ungerade, so müssen die Betrachtungen den Kummer’schen For- 
meln gemäss etwas modifieirt werden. Zwar ist wieder zuerst 
(21) ya 
jedoch erhält schon der zweite Coefficient der gesuchten Gleichung 
einen andern Werth, nämlich nach Formel (7) der vor. Vorlesung 


P—3f +3 
(22) nom non ton tm Net mn tm Tg me 2%; = 
Die zweite der Gleichungen (9) ebendas. liefert sodann, indem 
k=1, h=2 gesetzt wird, mit Rücksicht auf die dortigen 
Gleichungen (10) und (11): 
(23) NoNıNz + NM: 4 NoNaNns T NıNaN: = — fe: 
Denselben Formeln zu Folge nimmt hier das System der Glei- 
chungen (4) folgende Gestalt an: 
Nm tm + mn: + my'nz 
(24) I te tm mn mn . 
n»=ftn'n + nn + mon. + m’ nz 
E* NN, = + mn + mn + m’N 
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während zwischen den Coöfficienten die Beziehungen: 
5) til, mm tm Hm —f, 
m’ tm’ +2m, —=f 
stattfinden. Giebt man der dritten der Gleichungen (24) mittelst 
(21) die Form 
= tmy (m +n,) + m’, (m nf m + mm‘) +2) 
und multiplicirt sie mit der durch eyelische Vertauschung der 
Perioden daraus entstehenden: 
en + m — m) +) 

so ergiebt sich 

MON NN: = (mp? — m’) (Mom FH MN Nana + N390) 

a a ER (f— m 1% 

oder, da nach (7) vor. Vorlesung „1, +1, + nn +1, =—f 
gefunden wird, | 
(26) 0112013 = (f— m’)? —(f— m‘) (m) — m')—f (m? — m’, )?. 

Nun ist aber nach den Betrachtungen der vor. Nr., welche 
auch dem Falle p = 8n 4 5 sich anpassen, 

a = Dm: er: mi, b =D m Terr 

oder vielmehr, da das Schema der 16 Grössen m“ hier nach (24) 
auf 5 verschiedene reducirt ist, 
(27) a= my’ + m," + my — m,’ — 2 m',, b=2(m,' —m,?). 

Um zunächst die Coöfficienten m’ zu bestimmen, schliessen 


wir aus den Gleichungen (25) 


(28) m’ + m,’ = f — 2m',, 

2 mm’ tm’ tm’ — f=m' — 2mj, 
also a—= 2m, — 6m, +f 

oder nach der ersten der Gleichungen (25) 

(30) a Am m) + 1, 


| Diese Gleichung, mit der eben genannten verbunden, liefert 
nun sogleich 

(31) 8m, =2f+a—3, 8m, =2f—a—]; 

ferner kommt aus der Verbindung der beiden Gleichungen (27) 
und (28) 

32) 8m’ =2f+2b+a+1,8m =2f—2b+ta-+tl, 


m Ba 


endlich aus (29): 
(35) 8m, =2f—3a-+]1. 

Setzt man nun die gefundenen Werthe in die Gleichungen 
(23) und (26) ein, so findet man nach leichten Rechnungen 
8 (Mana H Mo N Ns + Non; tMmmN)——la HN) pt 2f 

64. Alp — FF —pla — 1”. 

Daher wird die Gleichung, welche die vier Perioden 
zu Wurzeln hat, in dem Falle einer Primzahl p von 
der Form 8n +5 die folgende sein: 





3 „  (at1)p—2f._' Alp Mercnae 
(34) Pneu a dene a \ an r [ .„ 2 ZB 
Setzt man jedoch auch hier wieder 4x +1=y, so ge- 


langt man zu der sehr viel einfacheren Gleichung: 
(35) (y? + 3p? — Ap (y — a)?, 

Die Vergleichung dieser letztern mit der beim vorigen Falle 
in (20) erhaltenen gestattet, beide Formeln in eine zusammen- 
zuziehen und nachstehendes Resultat auszusprechen: Bezeichnet 
man diejenige Zerfällung der Primzahl p vonder Form 
An +1 in die Summe zweier Quadrate, bei welcher 


die Basis 4 des ungeraden Quadrates der Eins (mod. 4) 
congruent ist, durch 

p= 4 FB 
so lässt sich die Gleichung, welcher die aus den vier 
Periodenvon? 
1+4n, 1+4n, 1 4+4n., 1-4 4n, genügen, schreiben 
wie folgt: 





Gliedern zusammengesetztenWerthe 


p=3 
6 WR +Ü—2.— 1" )=4r.y—A% 
Denn, ist = 8n 1, so hat nach Nr. 5 der 10, Vorlesung « 
E73 
die Form An — 1, also ist A=—a und 1-2(—1)? —=—1; 
ist aber = 8n + 5, so hat a die Form An 41, also ist 


p—1 
a i» } ’ 
A=- a, während 1—-2(— 1)" =-+3wird. In dieser Gestalt 
ist die Gleichung zuerst durch Lebesgue dargestellt worden. *) 


*) S. Comptes Rendus LI. 
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4. Die Wurzeln dieser Gleichung oder auch die Perioden können 
nach den Formeln der 13. Vorlesung sofort angegeben werden. 
Denn aus den Ausdrücken 


n—f—l “% m—/—1l m—f— m—f—1 
U De I m n= Du ger Nr Br „Im-+2 > Y „4n-+3 
No —— 5 N, = En nz un r9 +3 
g MU MU MZ() MU 


ergeben sich die Gleichungen 
[ m— nn = 5, 


(37) ! Ne 9 4 N — NS 
| N m mtinS;, 
und diese bestimmen, mit der Gleichung vtmtn+n=—1 


verbunden, für die Perioden folgende Werthe: 

N 1 das 
nA 1 Ss tt +8), =4—1—i. S—S+iS8,) 
welche bekannte sind, da die Werthe der Ausdrücke S,,S,, S, 

am angeführten Orte gefunden worden sind. 

Bezeichnen s,, s',, s,, s, resp. die %’” Potenzsummen der 
in den vier Perioden enthaltenen Wurzeln, so können auch diese 
leicht gefunden werden, da offenbar, wenn % nicht durch p theil- 
bar ist, folgende Gleichungen bestehen: 


Er au Es Sa ar 
ti, — 1, =" ( Ä 


‚ [2 m R k 2 
S— Sskt+ 8,7 83, = Ss,” = (6)) 2 

ss Ss," k < 
Sa US Cl a $ „+ i8,— = (e} ERSPr 


aus denen sich z. B. 


a br vn (6)) Sr (6))" Sy (()) s;) 


findet. Mit Hülfe dieser Potenzsummen können sodann die Coöf- 
ficienten derjenigen Gleichungen gebildet werden, denen die in 
je einer der vier Perioden enthaltenen Wurzeln Genüge leisten, 
und es greifen natürlich hier ganz ähnliche Bemerkungen Platz, 





h F F v—1 — 1... 
als wir bei den Perioden von ? S und ?— Gliedern zu machen 


Gelegenheit gehabt haben. Namentlich kann hier der Aus- 
druck 256X ineiner biquadratischen Form dargestellt 
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werden, deren Ableitung wir dem Leser überlassen können, da 
sie nach dem früher Bemerkten keinerlei Schwierigkeit bietet. 
Ich begnüge mich deshalb hier damit, die Darstellung einfach an- 
zugeben, sie ist folgende: 


(39) 256. en — [U + p W? — 2ep(V? + 93] 
— 4p [UW — ea(V?— V”?) + 2ebV V’)”, 


wenn unter U, V, V’, W gewisse ganze Functionen von x mit 
reellen ganzen Coöfficienten, und unter e zur Abkürzung die 
| un 
Potenz (— 1) “ verstanden wird. 
5. Nicht übergehen darf ich jedoch die Anwendung, welche man 
von den letzten Resultaten machen kann, um noch einen, den 
biquadratischen Character der Zwei bestimmenden Satz abzuleiten. 


Hier muss zunächst eine Vorbemerkung gemacht werden. 
Versetzen wir uns wieder auf den Boden der reellen Zahlentheorie 
und nennen g irgend eine primitive Wurzel der Primzahl p von 
der Form An + 1, so können wir alle Reste (mod. p) in vier 


Classen A, B, C, D von je f= PT Gliedern vertheilen, welche 


dadurch characterisirt werden, dass ein Rest m zu A, B, C, D ge- 
hören soll, je nachdem der ind. m oder die Zabl u in der Con- 
gruenz m = g* (mod. p) congruent 0, 1, 2,3 (mod. 4) resp. zu 
setzen ist. Aus Nr. 1 der 9. Vorlesung folgt, dass die Reste der 
Classe A, welche den Zahlen 1, g', 9°, ....... g’!/V congruent sind, 
die biquadratischen Reste (mod. p) repräsentiren; alle übrigen 
sind demnach die biquadratischen Nichtreste. Da jedoch die Reste 
der beiden Classen 4 und C zusammengenommen nach derselben 
Stelle die quadratischen Reste (mod. p) repräsentiren, da sie den 
Zahlen 1, 9%, 9%, ....9gP7? congruent sind, so werden die Reste 
der Classe C diejenigen Zahlen repräsentiren, welche zwar qua- 
dratische oder nicht mehr biquadratische Reste sind. Die Zahlen 
der beiden Glassen A und C sind demnach ganz bestimmte; 
anders verhält es sich mit den Zahlen, welche jede der Glassen 
B, D bilden, denn diese Classen hängen offenbar von der will- 
kürlichen Wahl der primitiven Wurzel g ab und vertauschen sich 
unter einander bei passender Wahl einer andern primitiven 
Wurzel, 
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Nunmehr sei © ein (primärer) Factor von p, und g werde 
p-1 

so. gewählt, dass 9 “ = ; (mod. #) ist. Da nach dem Ende 
der Nr. 5 in der 12. Vorlesung alle durch © nicht theil- 
baren complexen Zahlen den reellen Zahlen 1, 2,3,..:..p —1 
oder, was dasselbe sagt, den Potenzen 1, 9, 9°,... . gP? 
(mod. ©) congruent sind, kann man auch hier dieselbe Glassifi- 
cirung aller reellen und complexen Zahlen in die Glassen 
A,B,C,D beibehalten. Dabei ist nun beachtenswerth, dass 
jede reelle Zahl m stets nach "beiden Moduln, p sowohl als 
o, in dieselbe Classe gehört. Inu der That: aus der Congruenz 
g“ = m (mod. p) folgt sofort auch g* = m (mod. 5); aber auch um- 
gekehrt, wenn m — g“ durch # theilbar, etwa gleich ö («+-P:) ist, 
so ergiebt sich durch Vertauschung von mit — : auch m — gt = 
(«—P:) d.h. m-— g“ durch © theilbar und folglich durch © #—=p, 
d.h. m = g“ (mod. p), womit die Behauptung erwiesen ist. 

'Erhebt man nach dieser Bemerkung die Congruenz m= g'*+« 


(mod. #), in welcher « eine der Zahlen O, 1, 2,3 bezeichne, 
p—1 er 


4 


it 4 3 
p fen Potenz, so ergiebt sich m = g = ;* (mod. ) 





zur 


4 
d.h. (6) — i. Umgekehrt, besteht diese Gleichung, so 


muss m — g'*+® (mod. #) sein; denn, dam = g” gesetzt werden 
BE Ne Pt ee 

darf, so muss m =g — i* sein, was wegen 9 E =: nur mög- 

lich ist, wenn = « (mod. 4) oder von der Form 4k + « ist. 

Hieraus ergiebt sich offenbar, dass eine reelle Zahl m zu den. 

Classen A, B, C, D (mod. ö) oder (mod. p) gehört, jenachdem 


das Zeichen (6)) die Werthe 1, ;, 2, ö? resp. besitzt. 


6. Nach dieser allgemeinen Vorbemerkung untersuchen wir 
nun, zu welcher der vier Glassen die Zwei in Bezug auf einen 
Primzahlmodulus p» von der Form 4n +4 1 gehört. Dabei müssen 
wir zunächst wieder die beiden Fälle,. welche die Primzahl p 
darbieten kann, getrennt behandeln. | 

Sei also zuerst » von der Form 8n +1. Entwickelt 
man den Ausdruck 


m—f—1 2? m=f—l 
M=s’— , = >” a — NE 


MV M—U 
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nach den Potenzen von r, so müssen nach dem binomischen Satze 
alle Goöfficienten durch Zwei theilbar sein. Nun ist nach (38): 


sr si. r+E. 8) 
wenn zur Abkürzung & —= (6)) gesetzt wird, oder, wenn man 
nach (37) S,, S,, S; durch die Perioden ausdrückt, 
(40) 16, =4[— 142° (m Hinz —in,) +8? Mo = Fa) 
Em — im — N Tim). 

Andererseits kann man s,? = n,- nach der ersten der 
Gleichungen (4) bestimmen und erhält, wenn für die Coöfficienten 
m* ihre Werthe gesetzt werden, 

1652 = 16 /+m (6a + 4f— 10) + n, (dd+Af— 2a— 2) 
+n,(4f— 2a — 2) +n,(Af—4b— 2a — 2). 

Hieraus ergiebt sich, indem man die Gleichung (1) benutzt, 
die constanten Theile durch die Perioden auszudrücken, und ver- 
mittelst der Beziehung 4f + 1=p folgender Werth der Differenz: 
16 (2 — 5) = m (ba —3p — 1l—4e — 4 — Ar) 

+n, Ab — 2a — 3p —3 +Aie + 4 — Air?) 
tn, (— 2a — 3p — 3 + 4e — 4e? +42) 
+ n, — 4b — 2a — 3p — 3 — 4ie +42? +4), 

In diesem Ausdrucke müssen sämmtliche Co&@fficienten durch 
32 theilbar sein, dasselbe also auch von der Differenz zweier 
Coöfficienten z. B. des zweiten und dritten gelten und so nach- 
stehende Congruenz hervorgehen: 

4s6—4Al+i)2® +88 —A(ll —ı)Ee= 0 (mod. 32) 
also 
4) 5-1 +)® +22 — (1 —)e=0 (mod. 8). 

Es muss nun bemerkt werden, dass man von vornherein für 


E — ((@)) die Werthe + i auszuschliessen hat. In der That, 


aus dem Satze in Nr. 3 der vorigen Vorlesung wissen wir, dass 
die Zwei in der reellen Theorie von jeder Primzahl p von der 
Form 8n + 1 quadratischer Rest ist, demnach entweder zur 


Classe A oder zur Glasse C gehört; es ist also (6) entweder 


+ 1 oder — 1. Hiernach lehrt aber die Congruenz (41), dass 


w| 


"wenn & — (6)) —= + 1ist,b = 0 (mod. 8) also — = 0 (mod. 4), 


wenn & — (6) —= — list, b=4 (mod. 8) also — = 2 (mod. 4) 


| 
| 


sein muss. — 

Zweitens sei p von der Form 8n 4 5. Alsdann muss 
Ss = 70, nach der ersten der Gleichungen (24) bestimmt werden 
"und nimmt, wenn für die-Coöfficienten ihre in Nr. 3 gefundenen 
Werthe substituirt werden, folgende Form an: 


165,2 (4f+ 2a— 6) + Af+0+2a+2) m +4 6a+2)n, 
ao 
also erhält man in diesem Falle 
16 (ss? — s)=m(p + 2a — 11 — 4e — 48 — 4’) 
+n(p+4b+2a—3-+4ie +4: —4ie) 
+n(p — 6a —3 +4: — 4:2 + 48) 
+n,(p —4Ab+2a — 3 —A4ie +42 + ie) 
und aus der Differenz des zweiten und ersten CGoöfficienten nach- 
stehende Gongruenz: 
45-41 +9)2e+8°? +41 —) EZ 0 (mod. 32), 
also 
| b1I2 +11): +22 1 (1 —)2= 0 (mod. 8). 
Da in diesem Falle 2 quadratischer Nichtrest von p ist, so 
gehört es zu einer der beiden Classen 3 oder D, und folglich 


kann e = (6) nur einen der Werthe + i oder —; haben. 
Man findet aber: 
wenn € = (6) = -iist, b=2 (mod. 8) also 2 = (mod. 4), 


wenn € = (6)) = —iist, b= 6 (mod. 8) also = =# (mod. 4). 


Durch Zusammenfassen der für beide Fälle erhaltenen Resul- 
late gelangen wir zu folgendem, zuerst von Gauss in comment. I 
theoriae resid. biquadrat. ausgesprochenen und bewiesenen Satze 
von grosser Eleganz: Ist p eine Primzahl von der Form 
A4An-+1 und p=a?—+ 5b? diejenige Zerlegung derselben 
in die Summe zweier Quadrate, welche nach derin 
Nr. 7 der 10. Vorlesung gelehrten Methode gefunden 
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wird, so gehört die Zwei zudenGlassen A, B, C, Dresp,, 
jenachdem = 0, 1, 2,3 (mod. 4) ist. 

Einen sehr einfachen, rein arithmetischen Beweis dieses 
Satzes findet man in einem Briefe Dirichlet’s an Stern, wel- 
cher im Cr. J. Bd. 57 pag. 187 abgedruckt ist. ; 

Hier ist der Ort, eine Bemerkung von Stern zu reprodu- 
ciren, auf welche bereits am Schlusse, der 10. Vorlesung hin- 
gewiesen worden ist, und die sich auf den Fall einer Primzahl p 
von der Form 8r + 5 bezieht. Für eine solche finden, wie 


leicht zu sehen, folgende CGongruenzen statt: 
De 12 FERNE DE A Sn ] 


und N (mod. p), 
YrH,(An-+3)(An-4)....5n-+3)=1.3.5....(2n-+1) ] | 
da 

2 (An +3)=1,2(4n+A4=3,....2(ön +3) =2n +1 
ist. Also kommt auch wegen der Gongruenzen: 
An +3=— (4n+2),An+4=—(4n+1),....d5n+3=— (3n2), 
und da die Anzahl der Factoren gleich n + 1 ist, 
2’H,(4n+2)(An+1)....3r +2)=(— 1)"t!.1.3.5....(2r 41). 
Durch Verbindung dieser Congruenz mit der ersten findet man sodann 
22H (in +2) (An + 1)... (9n+2)=(— 1jtı. 2 9-e@neeh) 
also 


a = (2n+1)2n ...(n +1) 
(42) ah = (— 1) a a (mod. p) . 


Nun wollen wir uns erinnern, dass das Vorzeichen von b 
mit der Wahl der primitiven Wurzel g wechselt, also erst dann 
bestimmt angegeben werden kann, wenn diese willkürlich fest- 
gestellt worden ist. Nach dem Gaussischen Satze gehört aber 
in dem hier vorliegenden Falle die Zwei zu einer der beiden 
Glassen B, D, welche mit der Wahl der primitiven Wurzel in 
gleicher Weise wechseln, wie das Vorzeichen von 5b; je nach der 
Wahl von g ist entweder 2 = gt! oder 2 = g+3 (mod. p), 
und im ersten Falle 5b= 2, im zweiten b=6 (mod. 8). Wenn 
wir daher übereinkommen, g so zu wählen, dass 2 = g"*t! (mod. p) 
wird, so muss b=2 (mod. 8) und das Vorzeichen von b ein 
durch diese Gongruenz völlig bestimmtes werden. 

Endlich ist in der 10. Vorlesung gefunden worden: 
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1.2.28 An 2) 
.3....(22r+ 1)]? 

Da sich nun bei der gewählten primitiven Wurzel . 
2a — g2rtl ergiebt, findet man aus der Verbindung der letz- 
ten Congruenzen mit der Congruenz (42): 


ra „11 @r +2) (2r-+3)....(83n +1) 
(43) Ben. Va Hr 


(4n-+2)(An-+1).... (2n-t2) 
2a 02255, aaa 


a, 








(mod. 2). 


Das so erhaltene Resultat spricht der Satz aus: Bestimmt 
man db als die absolut kleinste Zahl, welche: die Con- 
gruenz (43) befriedigt, so wird diese Zahl congruent 2 
(mod. 8), also positivoder negativsein, jenachdem sie, 
abgesehen vom Vorzeichen, von der Form 8m + 2 oder 
von der Form 8m +6 ist. Man findet z. B. 5b = 2, wenn p 
eine der Primzahlen 13, 29 bedeutet, aber do = — 6, wenn p = 37 
gesetzt wird. — 


Siebenzehnte Vorlesung. 
Die Periodencongruenzen. 


1. In den vorigen Abschnitten sind die wichtigsten An- 
wendungen, welche man von den Eigenschaften der Resolvante 
der Kreistheilungsgleichung auf die höhere Arithmetik gemacht 
hat, und die sich sämmtlich auf die Lehre von den Potenzresten 
sowie auf die damit eng verbundenen Zerlegungen der Zahlen in 
Quadrate bezogen, zusammengestellt worden. 

Geht man nun über die biquadratischen Reste zu den Potenz- 
resten höheren Grades hinaus, so werden zum Theil ganz neue 
Betrachtungen nothwendig. Dabei bleibt jedoch der Umstand 
bestehen, dass ebenso, wie der Untersuchung der biquadratischen 
und cubischen Reste die complexen Zahlen von den Formen « + bö 
und a + bo resp. zu Grunde gelegt werden mussten, man sich 
auch hier in dem Gebiete gewisser complexer Zahlen zu bewegen 
hat, nämlich solcher, welche aus Einheitswurzeln höherer Grade 


zusammengesetzt sind. Die Theorie dieser complexen Zahlen ist 
ausführlich von Kummer untersucht und zur Erforschung der 
höheren Reciprocitätsgesetze angewendet worden*. Dem Plane 
dieses Buches liegt es fern, seine Untersuchungen, welche für 
sich allein ein Ganzes bilden, vollständig mitzutheilen, es muss 
vielmehr hier auf dieselben verwiesen werden, welche zudem so 
vollständig ausgeführt sind, dass kaum etwas Anderes möglich 
sein würde, als sie abzudrucken. Nur von der ersten Abhand- 
lung Kummer’s über die aus Wurzeln der Einheit gebildeten 
complexen Zahlen soll hier soviel beigebracht werden, als noth- 
wendig ist, um zur Erkenntniss der wahren Natur der Resolvante 
zu gelangen, und so die vollkommene Wechselbeziehung, welche 
zwischen der Kreistheilung und der höheren Arithmetik besteht, 
in das hellste Licht zu setzen. 

Die Theorie der zu betrachtenden complexen Zahlen basirt 
durchaus auf der Auffassung der Gleichungen, welche die e Perio- 
den von f Gliedern zu Wurzeln haben, als Congruenzen in Be- 
ziehung auf einen gegebenen Primzahlmodulus; daher soll im 
Voraus diese Vorlesung der Betrachtung solcher Congruenzen ge- 
widmet sein. 

Sind n9 N + +» Ne-ı die e f-gliedrigen Perioden, so leisten 
dieselben nach Nr. 7 der 6. Vorlesung einer Gleichung F(x) = 0 
des e‘* Grades Genüge, deren Coefficienten ganze reelle Zahlen 
sind. Die zu untersuchende Congruenz ist also folgende: 


(1) F(x) = 0'(mod. 9), 


worin der Modulus eine Primzahl sein soll. Es fragt sich vor 
Allem, hat diese Congruenz für ein gegebenesg reelle 
Wurzeln, und wieviele? Da man die Function F(x), wenn & 
eine unbestimmte ganze Zahl bezeichnet, als gemeinsame Form 
aller durch sie darstellbaren Zahlen auffassen kann, so lässt sich 
unsere Frage auch so aussprechen: welche Divisoren hat die 


*) Die betreffenden Untersuchungen von Kummer befinden sich 
theils im Crelle’schen Journal, theils in den Abhandlungen und Monats- 
berichten der Berliner Academie, die hauptsächlichsten Arbeiten in den 
Bdd. 30, 35, 40 des Journals und in den Jahrgg. 1856, 1857, 1859, 1861 
der Abhandlungen. S. auch Liouv. J. Bd. 16 in dem „me&moire sur la 
theorie des nombres complexes gompos6s de racines de l’unite et de 
nombres entiers“ eine Zusammenstellung der erstgenannten, 


le 


Form Z(&)? Iu der letztern Gestalt hat Kummer die Auf- 
gabe in Cr. J. Bd. 30 aufgestellt. 

Zur Lösung dieser Frage müssen wir CGongruenzen in An- 
wendung bringen, welche ausser ganzen Zahlen auch die Perioden 
enthalten; es wird nothwendig sein, zunächst eine Definition zu 
geben, in welchem Sinne solche Congruenzen zu verstehen sind. 
Wir ‘bemerken deshalb Folgendes: Bekanntlich kann jede ganze 
Function der Perioden mit ganzzahligen Coefficienten auf die 


Normalform 
ET U N Pa 


gebracht werden, worin die Coefficienten a ganze Zahlen sind. 
Zwei solcher Functionen werden nun (mod. g) con- 
gruent genannt werden, wenn inden auf die Normal- 
form redueirten Functionen dieCGoöfficienten gleicher 
Perioden (mod. g) congruente Zahlen sind. Hiernach 
werden die so definirten Congruenzen denselben Gesetzen ge- 
horchen, wie die gewöhnlichen oder wie die in der 4. Vorlesung 
zur Anwendung gebrachten Congruenzen. 

2. Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun aus von der 
für jedes & giltigen Congruenz (9) in Nr. 8 der 4, Vorlesung: 


at — 1=(e —1) (2 2) (C —3)....(@ —g + 1) (mod. g), 
wo wir nur g statl p gesetzt haben. Multiplicirt man dieselbe 
mit x, so erhält man die folgende: 

21 — x =xe(er 1) —2.... ce —g4+1). 


Da sie identisch ist, also nur aussagt, dass die eine Seite 
der andern gleich ist, wenn man eine gewisse ganze Function 
vernachlässigt, deren Coefficienten sämmtlich durch g theilbar 
sind, so darf man x durch y„ — n,„ ersetzen und findet dann: 


(2) vn.) (y—1— m) (y—2— m)... y— ga +1 —m)=(y— m)" 
— (y — nn) (mod, 9). 
Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber 
y— m) = yt — m? (mod. g), 
also, sobald „ eine ganze Zahl bedeutet, nach Fermat's Satze 
(3) y— m)? = y— nn? (mod. q). 


Nun ist | 
nr" + part +....4+ ENTE 


_— 20° — 
Erhebt man diesen Ausdruck zur g“* Potenz, und vernach- 
lässigt wieder alle durch g theilbaren Glieder, so findet man: 
A za" 4 ragt +....+ ya Neth (mod. p) 
d. h. wenn g = p ist, 


(4) NP = f (mod. p) 
folglich nach (3): 
(8) y— m) = y — f (mod. p); 


ist aber g nicht gleich p, so kann man setzen g = g* (mod. p), 
und dann wird 


(6) | nn = Narr (mod. g) 
also nach (3): 
(9) y— m)? = y — mr (mod. g). 


Andererseits ist 


F(x) = (x — 9) & — m) -- -- (& — Ne-ı). 
Wenn’ man daher in (9) für 3 successive 0, 1,2,....e— 1 
substituirt und die so entstehenden Congruenzen sämmtlich -in 
einander multiplieirt, so ergiebt sich offenbar als Resultat: 


(8) F(yr = (y — f)? (mod. p), 

welche Congruenz zeigt, dass die Congruenz F(y) =0 

(mod. 2) nur eine reelle Wurzel, nämlich y=f besitzt. 
3. Wird auf dieselbe Weise mit (2) verfahren, wenn g nicht 

gleich p ist, so findet man, da die rechte Seite nach (7) den 

Werth 9, — n74, annimmt, 


(9) FW)Fy—D... FH) (Mana) (Mm — NH) (Meı— mai) 
(mod. g). 

Hierin ist die rechte Seite eine ganze und ganzzahlige Func- 
tion einer Wurzel der Kreistheilungsgleichung und offenbar un- 
veränderlich bei der Substitution von 77 statt r, also nach der 
6. Vorlesung Nr. 6, 2) eine ganze Zahl, welche ? heisse. Anderer- 
seits bilden die qg auf einander folgenden ganzen Zahlen y, y— 1, 
y—2,....9—4g-+ 1 ein Restensystem (mod. g); hätte also 
die Congruenz (1) eine Wurzel, so würde ein Factor der linken 
Seite von (9) durch g theilbar, daher auch die ganze Zahl 2, 
und umgekekrt. Man gelangt so zu dem Satze: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für 


a 7 


die Existenz einer reellen Wurzel der Congruenz (1) 
ist die CGongruenz 
(10) | P=0 (mod. 9). 

Betrachten wir nun besonders den Fall, in welchem g eine 
zum Exponenten f (mod. p) gehörige Primzahl bedeutet; da als- 
dann in der Congruenz g = g“ (mod. p), welche wir angenommen 
‚ so wird % nach Nr. 10, 3) der 4. Vor- 
lesung durch e theilbar sein. In diesem Falle und allgemeiner, 
wenn g ein e“” Potenzrest ist, wird aber 4, = n„ also die 
Congruenz (2) mit Rücksicht auf (3) und (6) folgende einfache 
Gestalt erhalten: 


11) vn) y—1i1-nm):.::y—dat1—n) = 0 (mol. g), 


woraus, wenn A=0,1,2,....e— 1 geselzt und das Product 
der entstehenden CGongruenzen gebildet wird, 


Fiy).Fy—1).Fy—2)....Fy—g4+1)=0 (mod, g°) 
hervorgeht. Da nun die e Factoren g sich auf die Factoren der 
linken Seite dieser Congruenz vertheilen müssen, werden im All- 
gemeinen e Factoren durch g theilbar sein; freilich kann auch 
der besondere Fall eintreten, dass weniger als e Factoren, dafür 
aber einzelne mehrfach durch g theilbar sind. Es giebt daher e, 
gleiche oder verschiedene, Zahlen eines Restsystems, welche die 
Congruenz F(x) =0 (mod. g) erfüllen. Dieses für das Folgende 
äusserst wichtige Resultat wollen wir in dem Satze aussprechen: 

Die Congruenz (l) besitzt, wenn g eine Primzahl 
bedeutet, welche e“ Potenzrest von p ist, immer e 
reelle Wurzeln, welche jedoch nicht nothwendig von 
einander verschieden zu sein brauchen. 

4. Setzt.man z.B e=p—1 also f=1, für welchen 
Werth des e die Perioden eingliedrig d. h. den Wurzeln der 





L) * . . , . N - 
Kreistheilungsgleichung gleich werden, also 7(x) in —— über- 


geht, so findet man den speciellen Satz: 
Die GCongruenz 


art + ar... . +2 -+1=0 (mod. g) 
hat p— 1 reelle Wurzeln, wenn die Primzahl y=1 
(mod.p) d. h. von der Ben Aure 1 ist. 


Da für diesen Fall 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 16 


— 22 — 
P=(r — 1) (19 — et!) (7 2)... 
— tg PTR (11) (drstatD),... (1?) 


1 (mod. p) d.h. k=0 mod. p— 1) 





ist, und, sobald nicht g* = 


ist, 9°" eine Wurzel der Kreistheilungsgleichung ist, folglich 
k Ki — 
(1 — rs 1) (1 — 36-2) .... (1— v4! 2(gk -1)) — (En 
für z=1 
sefunden wird, während 
Paz 
1 +9+9g9-+.. a  — 7 =0 (mod. p), 


also 

Pitt H+ +2 — 1 
ist, so ergiebt sich P = p, und nach dem ersten Satze der 
vorigen Nummer das Resultat: Die Form 


al + a2 ,...+c +1 
hat ausser den Primzahldivisoren von der Form 2mp-+1 
nur noch den einen Primzahltheiler >. 


. . . . . . ii 1 
Ein ähnlicher Satz existirt für den Fall e = ar ‚wo es 
sich um die zweigliedrigen Perioden | 
pi a! p—3 p—3 
r+r9 ; =r+ mM! r9 4179 y rn I- TIER TI i u 
handelt, deren Werthe in Nr. 11 der 6. Vorlesung gleich 
p-3 


29 ° 





2gn 


2x 
2 08 DR 272 08 


gefunden worden sind. Die Gleichung, deren Wurzeln diese 
Perioden sind, ergiebt sich sogleich aus der Gleichung (3) 


Nr. 4 der 1. Vorlesung, wenn mn =e= Pr setzt, welche 
so folgende Gestalt annimmt: 
Fix) = a # a1 — — Fe ee e.8 ee—3 
EI N a VERDN 


Nach dem zweiten der Sätze voriger Nummer hat diese 
Gleichung, als Congruenz (mod. g) aufgefasst, für den Fall, dass 


233 


h 5 s 1 
die Primzahl g ein reelle 








l - Pa 
ter Potenzrest von p ist, stets - 5 
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fe 
Wurzeln. Jede solche Primzahl leistet der Congruenz g==y 
(mod. 2), folglich g? == 1 (mod. p) Genüge, ist also von einer der 
beiden Formen 2mp +4 1 oder 2mp — 1. 
Andererseits ist 
h I 
welcher Differenz man leicht nachstehende Form giebt: 
NA — NA+k == zu (1 — ra*w*—n) (1 —- r-0""+0) n 
Da ferner | 


N „grk zayn gıtk 


’ 


nn4+PZ! — nn4+ + N — Neth 


-ist, so kann man auch schreiben: 


P* = (m, — a) m — Mi) - - - - (Mp-2 — Nk4p—2). 
Setzt man also den obigen Werth von 9, — 944 in dies 
Product ein, so findet man: 


h=p—2 h=p—2 
ee re a) I] ee r9*t0*+9)) | 
=) R=0 
Jedes der Producte hat nun aber den Werth p, wenn weder 
g=-+1 noch gg = — 1 ist, d.h. sobald g, welches congruent 


g* geselzt worden, zu keiner der vorher bereits behandelten 
Gattungen von Primzahlen gehört. Dann findet sich also P?—=p? 
oder P=--p, und daraus in Verbindung mit dem ersten der 
obigen Sätze folgendes Resultat: 
Die Form 

ta — et we _ =: xe3 4 903 a eK 
hat ausser den Primzahltheilern von den Formen 
2mp +1 nur den einzigen Primzahltheiler ». 


; —1 : e 
Setzt man endlich e= 2, f = ?Z—, so nimmt die Congruenz 


2 
(1) die Form an: 


p—1 
(12) +24 — = 0 (mod. g), 
‚welche durch die Substitution 22 + 1 = y in die folgende: 
rt 
(13) „= (—1)”.p (mod. g) 


übergeht, Es ist offenbar, dass diese gleichzeitig mit jener statt- 
19,3 
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findet oder nicht stattfindet; denn, wenn die erstere durch einen 
Werth von x befriedigt wird, so erhält man eine Wurzel der 
zweiten durch die Congruenz y=2x--1 (mod. g); aber auch 
umgekehrt schliesst man aus dem Bestehen der letztern das Statt- 
finden der erstern, da man die Wurzel y der CGongruenz (135) 
stets als ungerade voraussetzen darf, indem auch y--yg eine 
Wurzel und eine der Zahlen y, y + g ungerade ist. Jenachdem 
v1 

nun aber die Congruenz (13) statt hat oder nicht, ist (— 1)” .p 
quadratischer Rest von g, also nach dem Euler ’schen Criterium 
ea Vorl.29, 81.2) 

Ba pi 
a Ne rn ‚pp =1 dmod. 9): 0 2. U (9 =-+1, 
oder quadratischer Nichtrest also | 

EISEN Pt 


1,7? = —1 (mod.g) d.h (Z)=-1. 
Nach dem ersten Satze der vorigen Nummer können die- 
selben Bedingungen aber auch noch anders ausgesprochen wer- 
den; da nämlich hier 
P= (1, — na) (M — N) (mod. q) 
durch q theilbar wird, wenn %k eine gerade Zahl, also g quadrati- 


scher Rest von p, (7) —= 1 ist, dagegen 


p 
Bi 
P=— m-ı?=—-(-1)".» 
also nicht durch g theilbar wird, wenn %k ungerade, d.h. y 
quadratischer Nichtrest von p, 63 — — List, so findet je nach 


diesen beiden Fällen die Congruenz (12) statt oder nicht. Die 
Vergleichung dieses Resultates mit dem vorigen liefert aber in_ 


allen Fällen die Gleichung | 3 
p—1 


el 


d.h. einen neuen Beweis des Legendre’schen Reeci- 
procitätsgesetzes.“) 
5. Es bezeichne nun g eine zum Exponenten f (mod. p) 


*") Vgl. Lebesgue in den Comptes Rendus LI, pag. 9. 
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gehörige Primzahl und a,, @,,...d. seien die verschiedenen 
Wurzeln der Gongruenz (1), sodass « = e oder « < e ist, jenach- 
dem diese CGongruenz lauter verschiedene Wurzeln hat oder auch 
gleiche Wurzeln zulässt. Mit b,, b,, . . . . 5. mögen die übrigen 
Glieder eines vollständigen Restensystems (mod. g) bezeichnet 
werden. Dann kann man die Gongruenz (11) für jeden ganz- 
zahligen Werth des y in dieser Weise darstellen: 
(M—a,){nn so as) u (na = 4.) i (Na — b,) (ma Kr b,) .... (MA er by--a) —g 
(mod. 9), | 

dafür aber einfacher auch 
(14) (na — a) nm — 0)... . (na — au) = 0 (mod. 9) 
setzen, denn, da na — x ein Factor von F(«), also n, — b,, 
NA — ba, »..Nnn — dg—a resp. Factoren von den Functionswerthen 
F(b,), F(b.),.... F(b,_.) sind, so ergiebt sich aus der vorher- 
gehenden CGongruenz die folgende: 
(na — a) (na — 03): ».. (NR — da): F (bi) F(b,).... Fb.) =O (mod.g), 
in welcher man die durch 4 nicht theilbaren ganzzahligen Fac- 
toren F(b,), F(b,) ... . #(b,_-.) unterdrücken kann. 

Nachdem dies gezeigt worden, wollen wir aus der 
Reihe von Grössen: 
| 9 — 4; N — Ay... — Ge 
| it SR gu ar N Fi PR 
) 


(15) 


| Ne—ı — As Ne—1 —— Ay eur. Ne Au 
ein Product bilden, welches die Eigenschaften hat, 
dass es durch g nicht theilbar ist, jeden der Facloren 
von der Form 7, — a; nur einmal enthält, und die 
möglichst grosse Anzahl solcher Factoren in sich ver- 
einigt.*) Offenbar wird man ein solches Product finden, wenn 
man erst aus der ersten Horizontalreihe möglichst viele Factoren 
mit einander verbindet, deren wenigstens einer der Gongruenz (14) 
wegen nicht mehr wird genommen werden. dürfen, und sodann 
aus jeder der folgenden Reihen jedes Glied hinzunimmt oder ver- 
wirft, jenachdem es das schon gebildete Product durch g theil- 
bar machen würde oder nicht. 


 #) Vgl. hierzu Kummer, über die den Gaussischen Perioden der 
Kreistheilung’ entsprechenden Congruenzwurzeln, in Cr. J; Bd. 53. 
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Bezeichne »Y(n,) ein so gebildetes Product. Dann 
sind die conjugirten Grössen Y (m), WM), » ++ +» P Ne-ı), 
welche durch cyelische Vertauschung der Perioden 
oder, was dasselbe sagt, der Horizontalreihen (15) 
daraus hervorgehen, offenbar ebensolche Producte, 
Denn diese enthalten erstens genau soviel Factoren, wie (ng), 
sind offenbar durch qg nicht theilbar, wenn es (n,) nicht ist, 
gestatten aber auch nicht, noch mehr der Grössen (15) hinzu- 
zunehmen, denn, ist n4-- — a; eine nicht in %(n,) enthaltene 
Grösse, welche man noch als Factor wählen kann, ohne dass 
Y (mr) -» (Narr — a) durch g theilbar würde, so wäre auch die 
conjugirte Grösse y(n,) - (N. — a) nicht durch g theilbar, wäh- 
rend 7x — a; ein nicht in %(n,) befindlicher Factor wäre, gegen 
die Bildungsweise des Products Y(n9). 

Die e conjugirten Functionen Y (m), PN) »- - - Pne-ı) 
sind alle von einander verschieden. Angenommen näm- 
lich, es wäre v (n,) = Y (n.+.) und n; — a ein Glied der @ +1)” 
Horizontalreihe, welches nicht zu Y(n,) gehört, wie es deren 
wegen der Congruenz (14) wenigstens eins geben muss, so folgte 


Y(nn) » (m — a) = 0 (mod. 9), 

also auch die conjugirte Zahl 

ad (NR) ME d)=D) (mod. g) 
und nach der angenommenen Gleichheit auch 

Y (na). (MH — a) = 0 (mod. g), 
welche CGongruenz, mit der zweitvorhergehenden verbunden, die 
folgende liefert, welche für jeden Werth des z besteht: 

vn) » (m — N+i) = O0 (mod. g). 

Hieraus findet man leicht eine andere, welche nicht be- 


stehen kann, indem man mit 79° multiplicirt und die Summe 
für alle Werthe des z=0,1,2,....p— 2 bildet. Denn so 
ergiebt sich y 


i=p—2 . dep—2 | j 
vn). (Dr — Do mrı “) — 0 (mod. g); 


; t=0d =0 
Ja nun 


Ni r men 1 + rag’) -- a1) - ER + PO 
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—p—2 


und, wenn 7” nicht Eins ist, Irre — — 1 ist, so findet man 
=, 

i=p-2 i=p—2 

mr r"—p—1 a Dir 1)g! RE Dana 

0 iO 

i—p—2 . 
+ Dep 1 -)=r-f, 
TV 

ebenso, da 


LEER a a) ER Bay ai VER Busen Ba 7.) aus a u 17 

ist, 

i—p—2 $ 

Dinirr 9 =—f. 

IV 

Hiernach nimmt die obige Congruenz folgende einfache Ge- 

stalt -an: 

p.Ww (m) =0 (mod. g), 
aus welcher die Ungereimtheit der Annahme hervorgeht. Demnach 
sind die e conjugirten Functionen von einander verschieden. 

Endlich lässt sich zeigen, dass es ausser ihnen 
keine ähnlich gebildete und mit denselben Eigen- 
schaften begabte Function mehr giebt. Denn, wäre p (n,) 
eine solche, so müsste sie, da sie mit keiner der Functionen 
vn)» PM) ---- W(Ne-ı) übereinstimmt, mindestens eine der 
Grössen (15) zum Factor haben, welche nicht in »(n,), mindestens 
eine, die nicht in y(n,) enthalten ist, u. s. w., sodass für jedes % 
pn)» vn) =0 (mod. 9), 

also auch 
(16) Pfr) ulm) + wm) +... + Win) = 0 (mod. g) 
sein müsste. Die Summe innerhalb der Klammer ist als ganze 
und ganzzahlige symmetrische Function der Perioden einer ganzen 
Zahl gleich, von der leicht nachzuweisen ist, dass sie durch g 
nicht theilbar ist. Sonst würde nämlich auch 


Yale) + PR) T---- + Ylne-ı)) =0 (mod. q) 


sein, welche CGongruenz man vermöge der Bemerkung, dass das 
Product zweier der e Functlionen , der Bedeutung derselben 
gemäss, jedenfalls durch g theilbar ist, auf die einfachere Gestalt: 


am) 9m)? =0 (mod. g) 
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reduciren kann. Setzt man nun 


vn) = Am + Amt + A-ıle- 
wo die Coefficienten ganze Zahlen sein müssen, da y(n,) nur 
Factoren der Reihen (15) enthält, so ist nach dem polynomischen 
Salze: 


vn) Any + Alm? +... Aeı? ne? (mod. q) 


oder nach Fermat’s Satze und da nach (6) 27 = mar = nn 
ist, für eine zum Exponenten f gehörige Primzahl g, 


vn) = Amt Amt: +: + A-ır-ı = dm). 

Die Congruenz (17) führt demnach zu der andern: »(n,) = 0 
(mod. g),. welche nicht stattfindet. Da also in (16) der zweite 
Factor durch g nicht theilbar ist, müsste es der erste Factor 

sein, was der-Bedeutung des Zeichens @(n,) widerstreitet. 
| 6. Nach diesen Vorbemerkungen ist es nunmehr möglich, 
zwischen den Perioden 79,11» N »-++Ne-ı d. h. den Wurzeln der 
Gleichung F(x) = 0 und den Wurzeln der Congruenz F (=) = 
(mod. g) eine bestimmte Zusammengehörigkeit festzustellen. Dazu 
dient jede der Functionen P(ny), v N)»: --- %(me—ı). In der That, 
nehmen wir irgend eine dieser Functionen, z. B. y(n,); die 
Gongruenz (14) hat uns gezeigt, dass sich in jeder der Horizontal- 
reihen (15) wenigstens ein Glied befindet, welches in (n,) nicht 
auftritt, es ist jedoch auch leicht zu beweisen, dass nur eins 
dieser Glieder in Y(n,) fehlen kann. Wären nämlich die beiden 
Glieder 7, — a und n„ — a’ nicht in (n,) vorhanden, so müsste 
sowohl | 

yon): m — «)=E0 als auch pn). (ma — a) =0 (mod. 9) 
sein, woraus »(n,) - (a — a) = 0 (mod. g) sich ergäbe, was nicht 
möglich ist, da die Werthe «a, a’ incongruent sind. Nennt man 
daher allgemein n» — u, dasjenige ganz bestimmte 
Glied der(k+1)“ Horizontalreihe, welchesin »(n,) sich 
nicht findet, so ist dasselbe durch die Congruenz 


(18) vn) nn = Y(mo) » un (mod. g) 
vollständig characterisirt, und so eine ganz eigen- 
thümliche Correspondenz zwischen den Gleichungs- 
und GCongruenzwurzeln hergestellt. 

Diese Correspondenz ist freilich insofern eine nicht völlig 
bestimmte, als sie sich ändert mit der Function, welche wir, um 


die Correspondenz herzustellen, aus der Reihe der e conjugirten 
Functionen auswählen. Jedoch ist einfach zu zeigen, dass, wenn 
bei der Zugrundelegung der Function %(n,) den Perioden 


N NM Na ter Ne 
die Congruenzwurzeln 


Ugs U Us, .do» U—1 
zugeordnet sind, diese Reihe nur cyclisch zu permutiren ist, 
sobald statt (n,) eine der conjugirten Functionen gewählt wird. 


In der That, ist . 

vn) nn = vn) - un (mod. q), . 
so ergiebt sich durch cyclische Vertauschung der Perioden: 
(19) PN)» Mn = Y (na) » un (mod. q) 


d. h. den Perioden 

No» N» N9> ne Fa Ne—1 
' sind jetzt, wenn ; zur Abkürzung für e— k gesetzt wird, die 
Congruenzwurzeln 

U, Ui Uit2, +. ++ Un 

oder umgekehrt den Congruenzwurzeln 

ugs U; Uy, ge} sets U—1 
die Perioden 


NK Nk+1> Nkta «+ «+ Nk-1 
zugeordnet. 


Hat man eine solche Zuordnung der Congruenzwurzeln zu 
den Perioden hergestellt, so _springen sofort sehr wichtige 
Analogieen zwischen Beiden hervor, welche sich in folgendem 
Hauptsatze aussprechen lassen: Ist Fin» N»: - - - Ne—i) irgend 
eine ganze und ganzzahlige Functionder Perioden und 


> Fine Ne. Ne) 0, 
so ist sofort auch 
Eluabs...a. uw.) = 0 (mod. g), 


oder: Jede ganzzahlige rationale Gleichung zwischen 
den Perioden geht in eine richtige Congruenz (mod. 9) 
über, wenn statt der Perioden die zugehörigen Gon- 
gruenzwurzeln gesetzt werden. 

In der That, stellt man die Function der Perioden in der 
Normalform 


Amt Amt... + A-ıMneı 
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dar, worin die Goöfficienten ganze Zahlen bedeuten, und multipli- 
cirt mit ab(n,), so folgt nach der Congruenz (18) 


ven) Am + Amt ---: + L-ıne) EUrlm) (At 
-+ A4,u + ehr m PER 


und folglich, wenn die Gleichung 


Finn NM) = Am Ft AM tr Ac-ı m ı = 0 
erfüllt wird, auch die Gongruenz 

Fuyu, ... w)=Awt A un + :-:: + A-ıW.-ı=0 (mod.g), 
da w(n,) nicht durch g theilbar ist, w. z. b. w. 

Von den Beispielen, welche zu diesem Satze sich darbieten, 
begnügen wir uns, ein einziges hier anzufügen, welches im 
Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Bezeichnen wir mit 
f(n) irgend eine ganze und ganzzahlige Function der Perioden, 
sodass wir setzen können 

fin) = Am + Arı - -- + A4e-1Ne-1, 
während Ay, As: ».. Ac-ı ganze Zahlen bedeuten, und mit 
fm) f(m)----/(Ne-ı) die hierzu conjugirten, nämlich durch 
eyclische Vertauschung der Perioden daraus hervorgehenden Aus- 
drücke, so ist das Product 

fin) - fm)» - » ne-ı)» 
welches kurz durch N/({n,) bezeichnet werde, nach Nr. 6, 3) der 
6. Vorlesung einer ganzen Zahl N gleich. Nach dem ‚vorigen 
Satze folgt aber aus der Gleichung 
fin) . fin) ER f(Ne--ı) =N 
sofort die Gongruenz 
fu): flu) - - - - fu) = N (mod. 9), 
worin die Factoren der linken Seite ganze reelle Zahlen sind. 
Hieraus erhellt der Satz: 
Die durch das Product 
Nf (no) = Fo) - fin)» - - Fne-1) 
dargestellte ganze Zahl N ist durch g theilbar oder 
nicht theilbar, jenachdem es eine der Zahlen 
Fu) Fun)...» Flue-1) 

ist oder nicht ist. 

Noch sei zum Schlusse bemerkt, dass nach dem vorletzten 
Satze die Gleichungen in Nr. 7 der 6. Vorlesung sowie die 
Kummer’schen Relationen in der 15. Vorlesung, welche zwischen 
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den Perioden bestehen und dazu dienten, jede derselben als ratio- 
nale Function einer beliebigen unter ihnen zu bestimmen, in 
richtige Congruenzen (mod, q) übergehen, wenn statt der Perioden 
die zugehörigen Congruenzwurzeln gesetzt werden. Diese Con- 
gruenzen gestatten also, wenn diejenige Congruenzwurzel be- 
stimmt ist, welche "einer gegebenen Periode zugehört, die Zu- 
sammengehörigkeit zwischen den übrigen Congruenzwurzeln und 
Perioden ohne Weiteres zu finden. — 


Achtzehnte Vorlesung. 


Die Theorie der aus Einheitswurzeln gebildeten complexen 
ganzen Zahlen. 


1. Wir wenden uns nun zu den, aus den Wurzeln der 
Gleichung x? = 1 gebildeten complexen ganzen Zahlen. Nach 
der 6. Vorlesung Nr. 3 kann jede ganze Function von den Wurzeln 
dieser Gleichung auf die ganz bestimmte Form 

Ar + Ar? + ....4+ 4-ırnt 
gebracht werden. Jeder Ausdruck dieser Art, in welchem 
die Goöfficienten ganze Zahlen sind, soll eine, aus 
den p“* Einheitswurzeln gebildete complexe ganze 
Zahl oder im Folgenden kurz eine complexe Zahl ge- 
'nannt werden. Wir setzen: 


(1) ff) = Art Ar+....+ %-ırP. 

Ersetzt man r durch die sämmtlichen primitiven Wurzeln 
der Gleichung <&? = 1, so erhält man die p — 1 conjugirten 
complexen Zahlen 

fe), fer), fh... ArP99), 
deren Product ihre gemeinschaftliche Norm heissen und durch 
N/(r) bezeichnet werden soll. Es ist also 


2) Nr) = flr) fr)... fr) 
oder auch, wenn g eine primitive Wurzel (mod. p) ist, 
(3) Ne) = fl) fl) fe)... Al): 


Die Coöfficienten A; in f(r) können so beschaffen sein, dass 
darin die Wurzeln r, r?, r?,....rP-1 sich zu e Perioden von 
f Gliedern gruppiren, die complexe Zahl also die Gestalt 
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(4) fl) = mn + mm men 
annimmt; in diesem Falle soll sie durch f(n,) bezeichnet, und 
als ihre conjugirten Zahlen diejenigen e — 1 Zahlen f(n,), 


(N); --»: f(Me-ı) betrachtet werden, welche durch cyclische 
Vertauschung der Perioden daraus hervorgehen, als ihre Norm 
aber, wie am Ende der vorigen Vorlesung, das Product 


DE N) =) Find - + - Firemi) - 

Zum Unterschiede wird das, aus /(n,) nach der Formel {2) 
gebildete Product dann die vollständige Norm der complexen 
Zahl f(n,) genannt werden; da in diesem Falle 


fr) = fin) fe) =) fer) =/finm),-..- fr) — fMe-ı) 
und allgemein 

fe) = fr) = Finn) 
ist, schliesst man offenbar die Gleichung 
(6) Nf (no) = [Nfino), 
in Worten: die vollständige Norm einer complexen Zahl, 
welche aus den e Perioden von f Gliedern zusammen- 
gesetzt ist, ist gleich der f“” Potenz ihrer auf die 
Perioden bezüglichen Norm. 

Sowohl N/f{r) als Nf(n,) sind übrigens als symmetrische 
Functionen der Wurzeln der Kreistheilungsgleichung offenbar 
ganze reelle Zahlen. 

Jede ganze complexe Zahl /(r), deren Norm der 
Einheit gleich ist, für welche also die Gleichung 
(9) | Nail | 
besteht, soll eine complexe Einheit genannt und mit 
E(r) bezeichnet werden. 

Zwischen den Zahlen von den beiden Formen f({r), f(n,) 
findet das beachtenswerthe Verhältniss statt, dass die letztern zwar 
als specielle Gattung in der erstern enthalten sind, dass aber, 
unter einem andern Gesichtspunkt, auch die erstern als eine be- 
sondere, in den zweiten enthaltene, Galtung angesehen werden 
können, welche daraus hervorgeht, won e=p — 1L,f=1 ge 
setzt, nämlich die. n als eingliedrige Perioden vorausgesetzt wer- 
den. Die Theorie der letztern Zahlen involvirt ‚daher die von 
jenen als besonderen Fall. | 

Endlich muss hier noch bemerkt werden, in welcher Weise 
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Congruenzen verstanden werden sollen, welche zwischen complexen 
Zahlen stattfinden; es soll aber, ähnlich wie in Nr. 1 der vorigen 
Vorlesung, festgesetzt werden, dass zwei complexe Zahlen /(r), 
f(r) (mod. g) congruent heissen sollen, wenn in den auf die 
Normalform gebrachten Ausdrücken /(r), f(r) die Coöfficienten 
gleicher Potenzen von r einander (mod. g) congruent sind. 

2. Nehmen wir g als eine von p verschiedene Primzahl an, 
so dürfen wir voraussetzen, g gehöre (mod. p) zum Exponenten 
f, da man nur nöthig. hat, f alle Divisoren von p — 1 durch- 


laufen zu lassen, um allen Primzahlen g gerecht zu werden. Ist nun 


1 


keys Ar Ara tn. AH rt 

irgend eine aus p“ Einheitswurzeln gebildete, complexe Zahl, 
so erhält man durch Erhebung zur g“” Potenz die Congruenz 

fr)? = Art + Alr + .... 4 4-7. rP VD A,ırı 

+ ArtH+....+4 4-ır?Dd 

oder einfacher | 
(8) fir? = f(r2) (mod..g), 
folglich durch wiederholte Erhebung in die g“ Potenz nachstehende 
Reihe von Congruenzen: k 
Ernte ete),rne=ree),.. fe), 
und durch nochmalige Erhebung in die 9% Potenz und Beachtung 
der Relationen a7 =1 (mod. p) und ? —=1, 


(10) fir) = f(r) (mod. g). 

Enthält die ganze complexe Zahl /(r) nur die e f-gliedrigen 
Perioden n,, N» - » - » Ne—ı, So wird schon die g“ Potenz derselben 
der Zahl f(r) selbst (mod. g) congruent. In der That, setzt man 

ff) =mm t mm... + Me-ı :Ne-1 

so ergiebt sich 

fer)? = min! Hmm? 2. met . Ne! h 

| (mod. g) 
zm mt mı m? + -- + meı . Ne? 

oder, da % für die hier betrachteten Primzahlen g durch e theil- 
bar, also nach (6) der vorigen Vorlesung 9,7 = n, (mod. g) ist, 
folgende Congruenz 
(11) - fin)? = fin.) (mod. g), 
in der man /(r), um seine Zusammensetzung auszudrücken, wieder 
durch f(n,) bezeichnet hat; allgemeiner für jeden Werth des Index % 


(11a) fin.) = f(nn) (mod. g). 
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Für jede Primzahl y der betrachteten Art besteht ferner 
der letzte Satz der vorigen Vorlesung, den wir hier folgender- 
massen aussprechen können: 

Sind u, %; + : + %-ı die den Perioden 9, Ms - - + » Neı 
(mod. g) zugeordneten Gongruenzwurzeln, so ist die 
Norm einer complexen Zahl f(n,) theilbar oder nicht 
theilbar durch g, jenachdem eine der Zahlen f(u,) 
Tapes hstlrouer’nicht 

Es giebt hiernach unendlich viel Zahlen f(n,), deren Normen 
durch eine gegebene Primzahl dieser Art theilbar sind. Denn, 
setzt man 

N) = %&m tm +... + 8e-ıle-1, 
und bestimmt, was auf unendlich viel verschiedene Arten möglich 
ist, die unbestimmten ganzen Zahlen x&,, &,, .... &-ı so, dass 


12) fü) EZ %Ww + Hu # ---- + Xe-ıte-ı = 0° (mod. 9) 

wird, so ist nach dem eben ausgesprochenen Satze Nf(n,) durch 

q theilbar, etwa, wenn M eine ganze reelle Zahl bezeichnet, 
Nfin) = 4: M. 

Gelingt es, die ganzen Zahlen &,, &,-...&e-ı SO 
zu wählen, dass in dieser Gleichung M=1 wird, so 
ergiebt sich auf diesem Wege eine Zerlegung der 
reellen Primzahl g in e complexe Factoren: 


f(no)» Fon + - +» Me-ı)- 

Von diesen ist leicht nachzuweisen, dass sie die 
Rolle von complexen Primfactoren spielen, nämlich 
nicht weiterin Factorenzerlegbar sind, welchevoncom- 
plexenEinheiten verschieden sind. In der That, wäre etwa 


ao) = Pr) ver) 
so ergäbe sich, wenn die vollständige Norm der Zahl f(n,) ge- 
bildet wird, wegen der Gleichung (6) und, weil Nf(n) = g vor- 
ausgesetzt ist, folgende Gleichung: 


d=Ng(r).Ny(r), 
in welcher zur Rechten das Product zweier ganzer Zahlen be- 
findlich ist. Wir werden aber sogleich nachweisen, dass die 
vollständige Norm einer complexen Zahl, welche durch g theil- 
bar ist, stets durch g/ theilbar sein muss; daher kann die 
vorige Gleichung nur bestehen, indem man etwa annimmt 


No (r) En g, Nap(r) =], 





d. h. einer der Factoren g(r), p(r) ist nothwendigerweise eine 
complexe Einheit. 

3. Gelingt es aber nicht, die Zahlen &, &,: - - - &_ı 
der Gongruenz (12) gemäss so zu wählen, das M=1 
wird, giebt es also keine Zerlegung der Primzahl y 
in e complexe Factoren, welche aus den Perioden 
Nor Ni» = +: Ne-ı gebildet sind, so giebt es überhaupt 
keine Zerlegung derselben in complexe, aus p‘‘* Ein- 
heitswurzeln gebildete Factoren. Ist nämlich - 

fr) =Ar+ Ar’ +....4+ A-ırP! 
irgend eine solche Zahl, so bestehen die Congruenzen (9), aus 
deren Multiplication sich 


re Sri). fen). fr)... fee). (mod. g) 
ergiebt, was sich auch, wenn g = g”° (mod. p) gesetzt wird, so 
schreiben lässt: 

a elite 
oder auch, da g zum Exponenten f gehört, also m nach Vor- 
lesung 4 Nr. 10, 3) relative Primzahl zu / ist, und deshalb die 
Zahlen m, 2m, ..... (f— 1)m (mod. f) den Zahlen 1, 2,3,....f—1 
von der Reihenfolge abgesehen congruent sind, 

ter = fr) fr) fr)... Port) (mod.g). 

Setzt man in dieser CGongruenz für r successive 77, 


2 —1 . . ® . . . 
r9°,....r9° und multiplieirt die so entstehenden in ein- 


ander, so bildet man auf der rechten Seite offenbar die voll- 
ständige Norm der complexen Zahl f(r), und es geht 


A) FE) rer NfEH) (mod. 4) 

hervor. Bei der Annahme, dass f(r) eine Zahl sei, deren Norm 

durch q theilbar ist, geht diese CGongruenz in die specielle über: 
Fe)... fr)... . fo ytetet tr = 0 (mod. g). 


Wenn man aber diese letzte zur (4 — 1)** Potenz _ erhebt, 
wodurch der Exponent auf der linken Seite in g° — 1 übergeht, 
und noch einmal mit dem Ausdrucke in der Klammer multiplieirt, 
so gelangt man nach (10) zu dem Resultate 


fir) fir)... fr) = 0 (mod. g) 


oder zu dem Satze: Wenn die vollständige Norm der 
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complexen Zahl f(r) durch eine zum Exponentenf ge- 
hörige Primzahl g theilbar ist, so ist es sogar schon 
das Product ihrer ersten e Factoren. 

Angenommen nun, dies Product sei durch g” theilbar, so 
besteht die vorige Congruenz auch mod. g*. Da man aber in 
derselben r durch r#°, 70°... „ro /"° ersetzen darf, so folgt 
weiter, dass je e successive Factoren der Norm durch g* theil- 
bar sind, also die vollständige Norm selbst durch g”f. 

Man findet so-den Satz: Ist g eine zum Exponen- 
ten f gehörige Primzahl, so enthält die vollständige 
Normeiner complexen Zahlstets eine ganze Potenz von 
g’ als Factor, sobald sieüberhaupt durch g theilbar ist. 
e Wäre nun g ine conjugirt-complexe Factoren von der Form 


fin) = mm + mm, ee PR 

welche aus den e’ Perioden von f’ Gliedern gebildet sind, zer- 
legbar, so ergäbe sich die vollständige Norm dieser Zahl nach 
(6) gleich Nf (n,)” = g, es müsste daher f’ ein Vielfaches von 
f, jede der f -gliedrigen Perioden also aus einer Anzahl der f- 
gliedrigen zusammengeselzt, und /(n,) einer complexen, aus den 
Perioden 99, 91» - » » - Ne-ı zusammengesetzten Zahl gleich sein. 
Wenn demnach g nicht als Norm einer solchen dargestellt werden 
kann, so ist in der That ihre Zerlegung in complexe aus p” 
Einheitswurzeln gebildete Factoren überhaupt nicht möglich. 

4. Es lässt sich nun aber auch leicht zeigen, dass 
eine reelle Primzahl g nicht immer in complexe Fac- 
toren zerlegbar ist. Nehmen wir z. B. eine Primzahl g von 
der Form 2mp +1, für welche f=1, e=p-—1 ist, 
muss eine solche, wenn sie überhaupt zerlegbar ist, nach dem 
eben Bewiesenen in p — 1 conjugirte Factoren zerlegbar sein, 
welche nur die Einheitswurzeln für sich, nicht aber zu Perioden 
verbunden, enthalten. Sei f(r) eine solche, so müsste 


2 —2 

= Ir.) fir)... . fl) 
sein, wo man auch die » — 1 Factoren in zwei Gruppen von 
21 


5) 


[on 





Factoren vertheilen und schreiben kann: 


2 3 3 RE 

= fl fer)... er) Fe) Fer). Per). 

Die hierin enthaltenen beiden Producte sind ganze und ganz- 
zahlige symmetrische Functionen der, in je einer der beiden 
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—1 . . . . en 
en gliedrigen Perioden, welche n,, 7, heissen mögen, enthalte- 


nen Wurzeln, also kann nach Nr. 5 der 6. Vorlesung 
Fr) fe) 2 FT) = Amt Am 


fr?) . fr) ce fo) — Aynı + A mo 
gesetzt werden. Hierin haben aber die Perioden n,, 7, nach Nr. 2 
der 15. Vorlesung die Werthe 


Pie V p=1 
a Re I 
vers 2 Ki 2 


No  Nı 


folglich findet man durch Substitution in die vorigen Gleichungen 
und durch deren Multiplication 











a 
ent 
_ ArA Az A, (— 127 


/ p—1 
4=4A4+ 4” —- 1 Be (do — Ar). 

Soll also y zerlegbar sein, so muss 4g durch die quadratische 

Form 
Br 
kl) uns? 

darstellbar sein, was nach der Theorie der quadratischen Formen 
keineswegs immer der Fall ist. 

5. Soweit verhält sich in der Theorie der hier 
betrachteten complexen Zahlen Alles ganz analog, 
wie bei den complexen Zahlen von einer der beiden 
Formen «a— bi und a—- bo, welche ‚wir früher unter- 
sucht haben: Alle reellen Primzahlen zerfallen in zwei Klassen, 
von diesen entbält die eine diejenigen, welche nicht weiter zer- 
legbar sind, die andere diejenigen, welche in complexe Factoren 
zerfallen, die sodann die Rolle wirklicher Primfactoren in der 
complexen Zahlentheorie vertreten. Nunmehr aber muss 
auf einen capitalen Unterschied dieser Theorie von 
jenen früheren aufmerksam gemacht werden: jene 
erstern, nicht weiter in complexe Factoren zerleg- 
baren Primzahlen dürfen hier nicht, : wie dort, als 
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Primfactoren angesehen werden. Dies zeigt sich unmittel- 
bar in dem Umstande, dass der Hauptsatz, nach welchem jede 
 complexe Zahl nur auf eine Weise als Product der Primfactoren 
darstellbar ist, seine Geltung für die eben genannten Primzahlen 
verliert. Um davon eine einfache Probe zu liefern, sei g eine 
Primzahl von der Form 2mp + 1, welche nicht in complexe 
Factoren zerlegbar ist. Da nach dem ersten Satze in Nr. 4 der 
vorigen Vorlesung die Congruenz 


aA RT .:.. = 1 Omi 
p— 1 reelle Wurzeln hat, so sei <=u eine derselben. Be- 
trachten wir sodann die complexe ganze Zahl fr) =u-—r, 0 
findet man 


N/(r)=(u—r) (u— r?) (u—r?) ....(u—r? )=urtt ur —4..41 
d. h. gleich einer durch g theilbaren ganzen Zahl y. M, also 
die Gleichung 

u—r) u—r’)....uw—rP)—=g.M. 

Wäre nun g ein wahrer Primfactor, so müsste er in einem 
der complexen Factoren als Divisor aufgehen, was doch offenbar 
nicht sein kann. 2 

6. Dieser Umstand, durch welchen die ganze Theorie der 
hier betrachteten complexen Zahlen sehr schwierig und unvoll- 
kommen wird, könnte es zweifelhaft machen, ob sie überhaupt 
ein ähnliches Interesse beanspruchen können, als die früher be- 
trachteten einfacheren Gattungen complexer Zahlen, 

Indessen ist es Kummer gelungen, durch Einführung so- 
genannter idealer complexer Primfactoren die Analogie 
mit den reellen und jenen einfacheren complexen Zahlen voll- 
sländig wiederherzustellen und so eigentlich erst die innere Natur 
der, aus Einheitswurzeln höheren Grades gebildeten complexen 
Zahlen aufzuschliessen. Durch solche Einführung idealer Factoren 
wird offenbar ein ganz ähnliches Bedürfniss der mathematischen 
Speculation befriedigt, wie durch Einführung der imaginären 
Wurzeln, welche den Fundamentalsätzen der Algebra, namentlich 
dem Satze, dass jede Gleichung ebensoviel Wurzeln zulasse, als 
ihr Grad beträgt, unbedingte Allgemeinheit verschaffen, oder wie 
durch die Zulassung der complexen Zahlen «+ bi bei den 
biquadralischen, der Zahlen « + be bei den cubischen Resten, 
ja der Zahlen von der Form /(r) selber in der Theorie der 
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höheren Potenzreste, welche in allen diesen Fällen resp. erst die 
eigentlichen Elemente der Untersuchung bilden. _ 

Um die wahre Bedeutung solcher Erweiterung eines mathe- 
matischen Begriffes in das richtige Licht zu setzen, bedient sich 
Kummer eines Beispiels, welches dazu sehr geeignet ist. Zwei 
Kreise, welche sich schneiden, haben bekanntlich zwei Punkte 
gemeinschaftlich, durch welche eine Gerade, die sogenannte ge- 
meinschaftliche Sehne bestimmt wird. Wenn die beiden Kreise 
aufhören, sich wirklich zu schneiden, kann von einer reellen 
gemeinschaftlichen Sehne natürlich nicht mehr die Rede sein. 
Dennoch giebt es eine gewisse reelle Gerade, welche auch in 
diesem Falle zu den Kreisen dasselbe Verhäitniss beibehält, das 
in dem Falle des Durchschneidens derselben die gemeinschaftliche 
Selıne besitzt, wenn man nicht ihre Eigenschaft, durch die Durch- 
schnittspunkte zu gehen, sondern jene andere, ihr zukommende 
Eigenschaft, dass die, von ihren Punkten an beide Kreise geleg- 
ten Tangenten gleiche Länge haben, als die wesentliche, charac- 
teristische Eigenschaft betrachte. Legt man diese bleibende 
Eigenschaft zu Grunde, so hat die gemeinschaftliche Sehne eine 
reale Existenz, gleichviel, ob die Kreise die zufällige Eigenschaft 
haben, sich zu schneiden, oder nicht, obwohl sie eine ideale 
Sehne genannt werden muss, wenn die Kreise dieser zufälligen 
Eigenschaft ermangeln. 

Gelingt es uns hiernach, die bisherige Definition der complexen 
Primzahlen als einfachste Factoren, in welche die reellen Prim- 
zahlen zerlegbar sind, durch eine andere zu ersetzen, welche ihre 
Geltung beibehält, gleichviel, ob die reellen Primzahlen q in 
wirkliche complexe Factoren zerlegt werden können oder nicht, 
so wird der so definirte Begriff in beiden Fällen eine reale 
Existenz haben. Will man aber für denselben den Namen ‚‚Prim- 
factor‘ beibehalten, auch wenn der zufällige Umstand der Zerleg- 
barkeit von g nicht stattfindet, so wird dieser Primfactor eben 
als ein idealer bezeichnet werden müssen. Im Grunde ist hier 
also nirgends etwas Imaginäres, als in der Bezeichnung. 

7. Nach den vorher gefundenen Resultaten ist es nun leicht, 
eine umfassendere Definition der bezeichneten Art für die idealen 
Primfactoren zu finden. Nehmen wir an, g sei eine zum Expo- 
nenten f (mod. p) gehörige Primzahl. welche in e conjugirte 


complexe Factoren f(n)» N)»: +» : /(Ne-ı) zerlegbar ist, und 


ei 


F(r) eine complexe, durch einen dieser Factoren theilbare Zahl, 
und sehen zu, wie sich dieser Umstand durch Gongruenzbedingun- 
gen ausdrücken lässt, wenn man die Zusammengehörigkeit der 
Perioden und Congruenzwurzeln benutzt. Dazu erinnere man 
sich zuerst, dass die f Wurzeln, welche die Periode n, zusam- 
mensetzen, nach Nr. 8 der 6. Vorlesung einer irreductibeln 
Gleichung Genüge leisten, deren Coefficienten ganze und ganz- 
zahlige Functionen von den Perioden sind; sie werde durch 


(15) —- Mz!+....+M=0 
bezeichnet, sodass identisch 

| "+ Mr"+....M=0° 
ist. Mit Hilfe dieser Gleichheit können leicht aus der complexen 
Zahl F(r) alle höheren Potenzen von r als die (f — 1)“ entfernt, 
also F(r) auf folgende Form: 


(14) Fr)=(+ Cr + Cr?.+....+ (Cu. . rm 
gebracht werden, in welcher die Coöfficienten C,, (,, +... Crı 
ganze und ganzzahlige Functionen der Perioden sind, und des- 
halb durch 


1) °09=ym) = pm) -- +» Cr-ı = Pr-ı(mo) 
bezeichnet werden mögen. Soll nun, wie vorausgesetzt wurde, 
F(r) etwa den Factor f(n,) von qg enthalten, so kann dies wegen 
der Irreductibilität der Gleichung (13) nicht anders geschehen, 
als wenn alle Coöfficienten in dem Ausdrucke (14) diesen Factor 
enthalten. Man darf dann setzen: 


. (16) o(n) = fin) - PM), Pı (M) = fm): 9, (no), 0.0. PrilNo) 
—= fm) - Pr-ıMmo)- 
Andererseits bemerke man, dass nach der Annahme 


fo) Fon) - - - » fine) = 9 


ist, folglich nach dem ersten Satze in Nr. 2 eine der Zahlen 
fw), fun), ..- » f(we—i), etwa f(u,+.) durch g theilbar sein muss. 
Denkt man sich nun, indem A=e—i gesetzt wird, die Con- 
gruenzwurzeln in der bestimmten Weise den Perioden zugeordnet, 
wie es in Nr. 6 der vorigen Vorlesung der Congruenz (19): 


v (mr) » (Mar — un) = O0 (mod. g) 
gemäss geschehen ist, so werden die Gleichungen (16) folgende 
f Gongruenzen: 
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AT) pw) (un). Pu) =O, .... 9-1) = fl) 9-1) =0 
nach sich ziehen, welche demnach die Bedingung ausdrücken, 
dass F(r) den Factor f(n,) von g enthalte, welchen wir den zur 


Substitution [ "% ) oder ( %+*\ gehörigen nennen wollen. 
Uni Un 


Man kann dieselben einfacher in eine einzige Congruenz zu- 
sammenfassen. In der That, ihnen zufolge ist 

ww) + Alu). r + pl) er... + pr-ılu) . 
ein Ausdruck mit lauter durch g theilbaren Coöfficienten, das- 
selbe gilt also auch, wenn wir ihn mit (nz) multiplieiren, wo- 
durch hervorgeht; 
plu;) .Ylaa) + Pl) lan) rt... + 9-1) en) =0 (mod. g). 

Da aber wegen (19) der vorigen Vorlesung sich 
p(u;) Yin.) =yln) dA) Pr-ılu) dm) = pr_ilN,)- d(nx) (mod. g) 
ergiebt, so können die f CGongruenzen (17) in die nachstehende 
einzige zusammengezogen werden: 
(18) | F(r) .y(n.) = 0 (mod. g). 

Diese drückt daher die Bedingung aus, unter 
welcher F(r) den zur Substitution | gehörigen 

h 


complexen Factor von g als Factor enthalten kann. 

Die soeben als nothwendig erkannte CGongruenz- 
bedingung ist auch hinreichend, um die Theilbarkeit 
vom F(r) durch einen Primfactor von g zu sichern. 
Denn sie ergiebt, wenn sie stattfindet, die Gleichung 


Fe). ya) = 4. Pr) 


F(r). vn) = fo) - Fin) - = - - fe-ı) . Pr), 
in welcher man auch die Function Z(r) vermittelst der Gleichung (15) 
unter den Grad f erniedrigt und so auf.die Form 
Bote te Be re 

gebracht annehmen darf, sodass dann die Coäfficienten gleicher 
Potenzen’ von » auf beiden Seiten einzeln gleichzusetzen sind. So 
findet man 
olnln.) =fno) --e-i) Kor Pro) rn) =) PNe-r)-kr-ı. 

Da nun (n.) nicht durch 9 theilbar ist, muss mindestens 
einer der Primfactoren von g, etwa f(n.), in allen Functionen 


oder 
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no)» Pılm)»---- Prim), d. h. in F(r) als Fäctor enthalten 
sein, w. z. b. w. 

Nun enthält aber die Congruenz (18) keine Spur mehr von 
der Annahme, dass g wirklich in complexe Factoren zerlegbar 
sei, drückt also eine Eigenschaft aus, welche ebensowohl auch 
den nicht zerlegbaren Primzahlen zukommen kann, und kann da- 
her ‘zur Definition der idealen Primfactoren gewählt werden. 
Diese stellen wir nunmehr folgendermassen auf: 

Definition. Ist für eine complexe Zahl Ff(r) die 
Congruenz 
(18) vn). Fir) =0 (mod. g) 
erfüllt, so soll gesagt werden, sie enthalte den zur 


Substitution (149%) gehörigen idealen Primfactor desg. 
Un 


Besteht aber die Gongruenz 
(19) vn)”. Fir) =0 (mod. 9%), 
jedoch nicht mehr die folgende: 
vr. Flr)=0 (mod. g”t), 
so werden wir sagen, die complexe Zahl enthalte 
jenen Primfactor genau m Mal. 

8. Von den, so als Congruenzbedingungen definirten, idealen 
Primfactoren lässt sich nun leicht nachweisen, dass sie alle wesent- 
lichen Eigenschaften gewöhnlicher Primzahlen besitzen. Vor Allem 
gilt folgender Fundamentalsatz: k 

1) Sind f{r), g(r) zwei complexe Zahlen, welcheden 


zur Substitution Us, gehörigen idealen Primfactor 
Un 


der reellen Primzahl g nicht enthalten, so enthält 
auch ihr entwickeltes Product diesen Factor nicht. 
Nach der Voraussetzung sind die beiden Ausdrücke 

Y (ne). fer) und (ma) - P(r) 
nicht durch g theilbar. Nun bestehen aber, wenn g = g”° (mod. p) 
gesetzt wird, nach (8) und (11a) folgende Congruenzen: 


vn) Fer) = vn) . fr) 
vn)? fr) = ylm) » fr?) 


Vet lm) - FE”)? (mod. q), 


——— | | |  —— 


Te pln) Ar) 
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deren Multiplication zu der nachstehenden: 


pn) . Fette — pm). P(my) (mod. g) 


hinführt, wenn für das Product 


Bere ne, Air Tre), 
welches offenbar nur von den e f-gliedrigen Perioden abhangt, 
das Zeichen F(n,) gesetzt wird. Diese Congruenz lehrt aber, 
dass (nz) . F(n,).nicht durch g theilbar sein kann, weil sonst auch 


Ep na) - Arte 0 (mod. 9), 
folglich auch 
vn.) - fr) =0 (mod. g) 
sein müsste, wie man findet, wenn man zur (g — 1)“* Potenz 
erhebt, sodann noch einmal mit (nz) . f(r) multiplieirt und die 
Congruenz 
[re FO = Ya) . Fr) (mod. q) 
beachtet. 
Ganz ähnlich findet man, wenn 


pr). pr? pe) — Dino) 
gesetzt wird, dass auch (nz) . D(n,) nicht durch g theilbar sein 
kann. Diese Resultate können wir nach der vorigen Nummer 
auch so aussprechen: Die reellen Zahlen (u) und Dl(w;) sind 
durch g nicht theilbar. Wäre nun 


vn). fr). P(r) =0 (mod. 9), 
so müsste umsomehr auch 


vn)» Fine) » P(m) = 0 (mod. 9) 
sein, was gleichbedeutend ist mit der Folgerung, dass das Product 
F(w) . Ö(w) zweier reeller Zahlen, welche, wie soeben gezeigt, 
den Primfactor g nicht, enthalten, durch diesen Factor theilbar 
sein müsste, also absurd ist. 
2) Hat die complexe Zahl f{r) den zur Substitution 


) 


) gehörigen idealen Primfactor von g genau 
un ! | 

mmal, die complexe Zahl p(r) denselben Primfactor 
genau nmal, so enthält ihn das entwickelte Product 
beider genau m + nmal. In der That, die Voraussetzungen 


werden durch folgende Congruenzbedingungen ausgesprochen: 
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ln)”. fir) =0 (mod.g”) aber nicht mehr % (n,)”".. fr)=0 (mod.g”+)) 
% (nx)” .o(r)=0 (mod.g”) aber nicht mehr w(nx)”F!.@(r)=0 (mod. g”+!). 
Man kann daher, indem F(r), D(r) gewisse ganze complexe 
Zahlen bezeichnen, 
vn”. fir) = g". Fir), vom)". oer)—=g".®@fr) 
setzen, woraus folgt 


lH fr) = a" plan) Fr), ap ma"tt pr) = q* pm) ©(r), 
während weder »(n«) . F{r) noch y(n.) . D(r) durch g theil- 
bar sein darf. Nach dem vorigen Satze kann demnach auch 
pn). F(r) ®(r) nicht durch g theilbar, also 

Ya". fr) p(r) = at” pn) Fr) @(r) 
nicht durch g”+”+! theilbar sein; da andererseits 


vl" in) pr) = tr KinsDn 
durch 9” theilbar ist, so ergiebt sich das Resultat: 


zwar ist Yp(n.)”t”. fr) g(r) =0 (med. g9”+”) aber nicht mehr 
Ya rrrH L fr) o(r) en (mod. ET 
‘welches den zu beweisenden Satz ausspricht. 

5) Wenn eine complexe Zahl F(r) alle idealen Prim- 
factoren der Primzahl g- mindestens m Mal enthält, 
so ist sie durch g” theilbar. In der That, der Voraus- 
setzung gemäss besteht die Congruenz (19) für alle Werthe von 
k, also das folgende System von Congruenzen: 
vn”. Fer)=0, yn)”.Fr)=0,....Y ne)”. Fir)=0(mod.g”), 
aus welchen Er 


20) on" + on" +... + wine"). F(r) =0 (mod. gm) 
hervorgeht. Nun ist die in der Klammer stehende Grösse als 
ganze und ganzzahlige symmetrische Function der Perioden eine 
ganze reelle Zahl, von welcher man leicht nachweist, dass sie 
durch g nicht theilbar ist. Denn diese Theilbarkeit würde nicht 
aufhören, wenn man mit x (n,)”” multiplieirte, in welcher Potenz 
gq" > m gewählt sein soll; da aber das Product zweier -Func- 
lionen stets durch g theilbar ist, würde man so das Resultat 


vn)” = 0 (mod. g) 


oder nach (11) einfacher y(n,) = 0 (mod.g) erhalten, was nicht 
der Fall ist. Demnach kann man in der Congruenz (20) den 
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Factor von F(r) unterdrücken und findet: 
F(r) =0 (mod. g9*). 

4) Wenn eine complexe Zahl F(r) genau m ideale 
Primfactoren von genthält, gleichviel, ob sie einzelne 
dieser Factoren mehrfach, oder lauter verschiedene 
derselben enthält, so istihre vollständige Norm durch 
q”/ theilbar. Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zu- 


nächst, dass, wenn F(r) den zur Substitution RN gehörigen 
Un 
idealen Primfactor von q n Mal enthält, die conjugirte Zahl Fr?) 
den zur Substitution a) gehörigen idealen Primfactor des y 
h 


ebenfalls n Mal enthält, denn aus der Congruenz 
vn)”. Fir) =0 (mod. 9”), 
welche als Gleichung auch so geschrieben werden kann: 
va". Fr) —g*. Pr), 
ergiebt sich durch Vertauschung von r mit r9 die nachstehende 
Gleichung | 


ad (mr-tı)” » Fr9) = g*. Pr) 
oder die Gongruenz 


Y» (n+ı)” . F(r!) = 0 (mod. 9°), 

welche das Behauptete beweist. Da hiernach je e successive 
Factoren der vollständigen Norm N F(r) jeden idealen Primfactor 
von q ebensooft enthalten, ‘als der erste Factor F(r) einen be- 
stimmten derselben enthält, muss das Product von je e succes- 
‘siven Factoren der Norm nach dem vorigen Satze durch 9”, die 
Norm selbst‘ also durch g”/ theilbar sein, wenn F(r) überhaupt 
m ideale Primfactoren von g enthält. 

9. Ehe wir in der Reihe dieser Sätze weiter fortfahren, 
müssen wir noch eine Ergänzung hier einschalten, die Prim- 
factoren unserer complexen Zahlentheorie betreffend. Bisher ist 
nur von den von p verschiedenen reellen Primzahlen und ihrer 
Zerlegung in wirkliche oder allgemeiner in ideale Primfactoren die 
Rede gewesen, die Frage also offen geblieben, wie p selbst sich 
zu solcher Zerlegung verhalte. 

Zunächst findet man sehr leicht, dass p in p — 1 complexe 
Factoren zerlegbar ist. Denn, setzt man in der identischen 
Gleichung 


=. ZBBD A 
Lat... totl=(ern) @-n)....(e—r) 


x = 1, so findet man 

| p=(i1l—rn)(l—r)....(1-rAN), 

Betrachten wir nun zwei dieser Factoren, z.. B1—r und | 
1 — r”; da der Quotient Beider gleich IH r + r? +... . + r 1 
ist, so ist er eine ganze complexe Zahl. Diese ist aber offenbar 
eine complexe Einheit, denn ihre Norm: 

1er, tere 
a 

hat den Werth Eins. Bezeichnet man daher den Quotienten mit 
E(r), so findet man | 





1—r"=E(r.(1l— r) 


d. h. den Satz: die Primzahl p ist in a—1 complexe 
Factoren zerlegbar, welche abgesehen von Einheiten, 
durch welche sie multiplieirt sind, sich nicht von ein- 
ander unterscheiden. 


Jeder dieser Factoren ist ein Primfactor; denn, 
wäre 2. B. 1 — r” in die beiden Factoren f(r), p(r) zerlegbar, 
welche von Einheiten verschieden sind, so müsste 


P—= Nm) = Nfr)‘. Npf), 


also etwa N/(r)=p, Ng(r) =1 d.h. o(r) eine Einheit sein, 
gegen die Voraussetzung. | 

Hiernach enthält die Primzahl » nur einen einzigen complexen 
Primfactor 1— r, von welchem die übrigen nicht wesentlich 
verschieden sind, und es ist daher hier nie die Frage, welchen 
Primfactor von p eine gegebene complexe Zahl enthalte, sondern 
immer nur, wieviele? Letztere Frage aber ist leicht: zu ent- 


scheiden. Dazu beweisen wir noch den Satz: Das Product 


zweier Zahlenf(r), o(r) kann nur dann durchi1 — rtheil- 
bar sein, wenn es einer der Factorenist. In der That, 
da offenbar 


(Ar+Ar-+.... +4 rrYVr=A+4A+....+ 421 (mod.p) 
ist, weil r?—=1 und nach Fermat’s Satze 4 = A; (mod. p) 
ist, so wird auch in Beziehung auf den Modulus 1 —r 


(er =fll, per = pl) 


sein, folglich, wenn die CGongruenz 
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fr). p(r)=0 mod. (l —r) 
stattfindet, durch Erhebung zur p%” Potenz sich auch die folgende 
ergeben: 

fl)-W) = 0 mod. (1 — nr). 

Da aber eine reelle Zahl, wenn sie durch 1 — r theilbar 
ist, offenbar auch durch p theilbar sein muss, so wird f(1). @(1) 
also etwa /(1) durch » und deshalb durch 1— r theilbar sein, 
was die CGongruenz 

fil)=0 mod. (1 — r) 
und, da /ii) — f(r) algebraisch durch 1 — r theilbar ist, 

| f(r)=0 mod. (1 — r) 
liefert, wie bewiesen werden sollte. 

Dieser Satz lehrt nun, dass zur Entscheidung der 
Frage, wieoft eine complexe Zahl F(r) den Primfactor 
1—r enthalte, es hinreicht, sooft mit 1—r in F(r) 
algebraisch zu dividiren, als es sich möglich erweist. 
Ergiebt sich dabei, dass F(r) den Factor 1—r genau 
n Mal enthält, so muss die vollständige Norm NF(r) 
den Primfactor p auch genau nMal enthalten. 

10. Das zuletzt erhaltene Ergebniss, verbunden mit dem 
Schlusssatze der Nr. 8 führt nun zu der wichtigen Folgerung, 
dass jede complexe Zahl nur eine endliche Anzahl 
idealer Primfactoren enthalten kann. Denn die voll- 
ständige Norm jeder solchen Zahl ist nothwendig eine endliche 
reelle ganze Zahl, die nur eine beschränkte Anzahl reeller Prim- 
factoren in sich enthalten kann. Jene Sätze aber sagen aus, 
dass die Norm durch »” theilbär ist, wenn die complexe Zahl » 
Factoren des p, durch 9”, wenn sie m ideale Primfactoren der 
zum Exponenten f (mod. p) gehörigen Primzahl 9, durch 9”7, 
wenn sie m’ ideale Primfactoren der zum Exponenten f (mod. p) 
gehörigen Primzahl g’, u. s. w. enthält; eine unbeschränkte An- 
zahl idealer Primfactoren der complexen Zahl würde also mit 
Nothwendigkeit eine unbeschränkte Anzahl reeller Primfactoren 
der Norm zur Folge haben, wodurch die Richtigkeit des aus- 
gesprochenen Satzes erhellt. 

Ist nun eine complexe Zahl F(r) gegeben, so zeigt die Zer- 
legung ihrer Norm in reelle Primfactoren sogleich an, von welchen 
Primzahlen überhaupt nur ideale Primfactoren in F(r) enthalten 


— 268 — 


sein können, und nachdem man für diese die Functionen y ge- 
bildet hat, dienen dieselben zur Entscheidung, welche der idealen 
Primfactoren der in NF(r) enthaltenen Primzahlen, und wie oft 
ein jeder in F(r) vorkomme. Diese Fragen sind demnach völlig 
bestimmt, wenn die complexe Zahl F(r) gegeben ist, ein Resul- 
tat, welches das Analogon zu dem Hauptsatze der 
reellen Zahlentheorie ist, nach welchem jede Zahl 
sich nur auf eine Weise als Product von Primzahlen 
darstellen lässt. 

Fragen wir nun auch umgekehrt, ob durch Angabe sämmt- 
licher idealer Primfactoren, der gleichen wie der verschiedenen, 
welche in einer complexen Zahl enthalten sein sollen, diese 
selbst völlig bestimmt sei, oder inwieweit eine Unbestimmtheit 
zurückbleibe. Nehmen wir also an, zwei complexe Zahlen F(r) 
und D(r) enthalten genau dieselben idealen Primfactoren, näm- 
lich den Fäctor 1 — r genau n Mal, einen idealen Primfactor der 
zu f gehörigen Primzahl 9 genau mMal u. s. w. Dann werden 
auch die beiden Zahlen 

B(r). F(rs)..... F (rs?) 
und 
F(r) . F(r#) .... Fr?) = NF(r) 


genau dieselben Primfactoren enthalten. Da aber die letztere 
gleich dem Producte der Zahlen p*, 9”, .... ist, muss die 
erstere durch das Product derselben theilbar sein, also der 


Quotient 
gP—? 
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eine ganze complexe Zahl sein. Aus dieser Gleichung folgt aber 
®(r) = F(r) . E(r) 
und durch den Uebergang zu den Normen und, wenn man die 
Gleichheit der beiden Normen N®(r) und NF(r) bedenkt, die 
Gleichung: 
NE(r) =1 

d. h. E(r) ist eine complexe Einheit. 

So ergiebt sich als Antwort auf die genannte Frage folgender 
Satz: 

Zwei complexe Zahlen, welche die nämlichen 
idealen Primfactoren enthalten, unterscheiden sich 


a a 


von einander nur um eine Einheit, die als Factor 
hbinzutreten kann. — 

Bisher ist die, auf ihre idealen Primfactoren hin zu unter- 
suchende complexe Zahl stets als eine wirkliche angenommen 
worden. Es ist aber klar, dass, wenn man einen Complex von 
irgend welchen idealen Primfactoren d. h. die sie definirenden 
Congruenzbedingungen beliebig giebt, diesen nicht stets eine 
wirklich existirende complexe Zahl zu entsprechen braucht, sondern 
dass dadurch im Allgemeinen eine nur ideale Zahl definirt sein 
wird. Hiervon wäre nun zunächst zu handeln. Jedoch werden 
wir darauf hier nicht mehr eingehen, da es, wie bemerkt, nicht 
von uns beabsichtigi wird, die gesammte Theorie der complexen 
Zahlen darzustellen, vielmehr nur soviel von derselben auseinander- 
zusetzen, als zum Verständniss der Anwendung, welche wir auf 
die Kreistheilung davon machen werden, nothwendig ist. Da wir 
es dabei aber nur mit wirklichen complexen Zahlen zu thun 
haben werden, so reicht das in dieser Vorlesung Mitgetheilte voll- 
ständig aus. 


Neunzehnte Vorlesung. 


Anwendung der Theorie der complexen Zahlen auf die Kreis- 
theilung. 


1. Indem wir uns nunmehr der beabsichtigten Anwendung 
zuwenden, wollen wir, um den Gang der Untersuchung nicht zu 
unterbrechen, folgenden Hilfssatz vorher beweisen: Ist 7F(r) eine 
complexe Zahl, welche der Bedingung 

Bene t 
genügt, so muss sie gleich einer posiliven oder nega- 
tiven Potenz von r, gleich -+- »* sein. Wir wollen uns 
“ Fr) auf die Form 
F=o,+tar+tor’+....-+ a-ı rn 

gebracht denken, in welcher zwar die Coöfficienten nicht völlig 
bestimmt sind, da man, ohne den Werth der Function zu ändern, 
beliebig oft den Ausdruck 


ee 
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addiren oder subtrahiren kann, wo man aber deswegen gerade die 

Coöfficienten so gewählt denken kann, dass ilıre Summe numerisch 

p—1 
2 





nicht grösser als wird. Denn, wäre dies in jener Form 
noch nicht der Fall, vielmehr 
ray tat... tTpyımz.pte, 


während & numerisch nicht grösser als cs ist, so brauchte 


man nur 

z 1-r+r?+....4 777) 
von ihr zu subtrahiren, und erhielte eine neue ähnliche Form, 
in welcher offenbar die Summe der Coöfficienten gleich @ wäre. 
Nelımen. wir also gleich von vornherein 


Hz +9+...+94a<+ 2 
an. 
Wenn man nun den Ausdruck F(r) mit dem folgenden 
multiplieirt: 
Ferl)=a,+a,rrt+anr?r ?4+....+4 0.-ırt, 
so findet man x 
Fir). Fr d)—=4A+ Art. ..2. PAIR 
A,=% Ta? Fa% +... Fo, 
4, na TA ....+ apı% 
A=0 +44 ....T7 %-ı@ 


wenn 


| 


gesetzt wird. Da nun jeder der Factoren Fr), F(r-!) aus 


ot +%-+....4 0-1 | 
Termen besteht, wenn man a, als Summe von a, Einheiten, 
a,r als Summe von a, Gliedern r u. s. w. ansieht, so muss ihr 
Product, welches 


ArArht::-: + A-ı 
„+ea+%-+....+%-ı° 


Glieder enthalten, oder es ist 


1) 4 +A+:.:- +1 = +tı+::::-4 %-1 


Nach der Voraussetzung ist aber 


AtArt+...: + 4,ar sl 


Terme enthält, 
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oder auch 


A Lıı -1+ 4A —- L%-)r-+.... + (4-2 — 4-ı) 7? 7?=0, 
woraus wegen der Irreductibilität der Kreistheilungsgleichung 
sich für die Coefficienten A, As, ...: Ap—ı ein gemeinschaft- 
licher Werth, welcher 4 heisse, für A, aber der Werth +1 
ergiebt, sodass die Gleichung (1) die Gestalt 


BAER lo aut eu) 


annimmt und die Congruenz 

„+a-+....+%-)=1 (mol. p) 

- ex . . —1 
also, da die Summe der Coäfficienten zwischen + T— und 


—1 . . { 4 
Bein, inclusive der Grenzen, enthalten ist, die Gleichung 


2 
o+a+.... + 9a=-l1 
daher A=0 und A, =1 liefert. Diese Gleichung kann aber, 
da A, die Summe von » Quadratzahlen ist, nicht anders be- 
stehen, als wenn » — 1 dieser Zahlen gleich Null, die übrige 
gleich Eins ist, wodurch aber die complexe Zahl F(r) sich auf 
ein einziges Glied von der Form —+ r* reducirt. 

2. Um nun zu unserm Gegenstande überzugehen, wollen wir 
uns an die Methode erinnern, welche in der 8. Vorlesung zur 
Auflösung der Kreistheilungsgleichung mitgelheilt worden ist, 
und wesentlich darauf hinauslief, die Ausdrücke, welche dort mit 
(0*, r) bezeichnet wurden, und aus denen die Wurzeln der Kreis- 
theilungsgleichung leicht zusammengesetzt werden können, zu 
finden. Wir werden hier in die eigentliche Natur dieser Aus- 
drücke von dem Standpunkte der complexen Zahlentheorie aus 
tiefer einzudringen versuchen. Doch müssen wir, um uns an die 
Bezeichnungen der vorhergehenden Vorlesung anlehnen zu können, 
die früher gebrauchte etwas verändern. | 

Es sei » eine Primzahl und r eine primitive Wurzel der 
Gleichung x? = 1, g sei ebenfalls eine Primzahl, von der Form 
“«„p-- 1, und R eine primitive Wurzel der Gleichung «7 —=1, 
unter ® verstehen wir eine primitive Wurzel der Gleichung 
«9-1 — 1, sodass wir r — 07# setzen dürfen, endlich sei y eine 
primitive Wurzel (mod. g). Wenn man dann setzt: | 


(o,R)=R-o. BE 02 Br lan 0272, REr, 


so ist nach (28) und (30) der 8. Vorlesung der Ausdruck 
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(",R).(r",R) (o#,R) (wo *“, R) 
ul) San 
(r + ‚R) (@ (k+ I R) 





wenn #1 nicht durch p theilbar ist, eine ganze Function 
von r allein mit ganzzahligen Coöfficienten, also eine ganze, aus 
r gebildete complexe Zahl. Setzt man.ausserdem 


(WET R) (WI, R) 
(el ee R) 





vg—1l—m,g—1—n0)= 


und ersetzt darin @ durch y, so ist nach Nr. 2 der 10. Vorlesung 
vg —1l1—m,g—1—n,y)=0 (mod. 9), | 
wenn m, n positive ganze Zahlen bedeuten, die zwar selbst kleiner 
als g — 1 sind, deren Summe aber g — 1 übersteigt. 
Andererseits hat, da g eine (mod. p) zum Exponenten 1 ge- 
hörige Primzahl ist, nach dem ersten Satze in Nr. 4 der 17. Vor- 
lesung die Congruenz Ä 


at - ar ı.... +2 4+1=0 (mod. g) 


p — 1 reelle Wurzeln, welche leicht anzugeben, nämlich durch 
die Potenzen 


Ye TR In re A 
dargestellt sind. In der That sind diese Werthe (mod. g) incon- 
gruent und ein beliebiger derselben: y*# leistet der Congruenz 
” ein ; 
Genüge, dapu=g— 1, also mL, 0 (mod. g) ist. Zur 
'y. — 
Abkürzung setzen wir yr# = u. 
Nun sind die Wurzeln dieser Gongruenz aber den Wurzeln 
der Gleichung 


at a2 ,...+2+1=0 

zugeordnet, und zwar ist leicht zu sehen, dass, wenn wir u dem 
r zuordnen, allgemein «* und r* zugeordnete Congruenz- und 
Gleichungswurzeln sein werden. Denn, bezeichnet man r* mit 
r, so muss, (nach dem Hauptsatze in Nr. 6 der 17. Vorlesung) 
die Gleichung r’ = r” in eine richtige Congruenz (mod. g) über- 
gehen, wenn man die Gleichungswurzeln durch die entsprechen- 
den Congruenzwurzeln ersetzt; die, entsprechende Comgruenz- 
wurzel « leistet also der Bedingung u = u* (mod. g) Genüge, 
wie behauptet. 

Dies vorausgeschickt, können wir die idealen Primfactoren 
von g characterisiren. Da die Primzahl 9 zum Exponenten 1 
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(mod. ») gehört, zerfällt sie in a — t ideale Primfactoren, von 


denen .f(r) der zur Substitution () gehörige sein möge; dann ist 


y . . h 
f(r”) der zur Substitution (%)- oder auch, wenn m, so 
U 


bestimmt wird, dass A. m, =1 (mod. p) ist, der zur Substitu- 
tion (3;) gehörige ideale Primfactor von g. 


9. Wir setzen nun in der Function w für m den Werth 
h.a, und wählen n= km mod. (9 — 1), wodurch offenbar auch 
n als Vielfaches von u bestimmt wird, dam und g— 1=pu 
diesen Factor gemeinsam haben. Da m zwischen den Grenzen O 
und 9 — 1 liegen soll, so kann A einen der Werthe 1,2,3,....2o—1 


haben, und dasselbe folgt für k, da wegen 5 = kh (mod. p) für 


alle Werthe des % aus jener Reihe der Werth des k eben diese 
Reihe durchläuft. — Weil n den kleinsten positiven Rest von km 


mod. (47 — 1) bedeutet, so muss, wie leicht zu übersehen, 7 r der 


kleinste positive Rest von k% (mod. p) sein; werden demnach m 
und n so gewählt, dass m —-n > qg — 1 ist, so kann Dies, indem 
durch u dividirt wird, auch so ausgedrückt werden, dass die Summe 
von A und dem kleinsten positiven Reste von kA (mod. p) grösser 
als p sein solle. 

Nach diesen Vorbemerkungen sehen wir nun zu, was aus 
»(g — 1—m,g—1-—.n,o) bei den gewählten Werthen von 
m und n hervorgeht. Man findet aber 


—ıu ‚R —khu RR 
Va —1— hu,g—1—khu,o)— = ren u, 2 ya) —py[rh) 





Aehnlicherweise wird sich 

vlg — 1—hu,g— 1— kıhu,y) = Yı(u") (mod. g) 
ergeben, und wilm -n>g — list, 

| a», (ur) = 0 (mod. g). 

Dies: wird: in Worten folgendermassen ausgedrückt: Die 


complexe Zahl w;(r) wird durch g theilbar, wenn r 
durch die Congruenzwurzel u? ersetzt wird, oder auch: 


sie enthält den zur Substitution E ı) gehörigenidealen 


Primfactor des g jedesmal, wenn die Summe aus A 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 18 
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und dem kleinsten positiven Reste von kA (mod. p) 
grösser als pist. 
Hieraus ergiebt sich mit Leichtigkeit die Zer- 
legung von %;(r) in ideale Primfactoren. Bemerken wir 
vor Allem, dass von je zwei Werthen des %, welche die Summe 
p haben, stets ein einziger der Bedingung genügt, dass A und 
der kleinste positive Rest von kA (mod. p) eine grössere Summe 
geben als p. In der That, sei y der kleinste positive Rest von 
kh (mod. p), so ist p — y der kleinste positive Rest von 
k(p— h) (mod. p); denn, setzt man AkA=pz-+-y, so folgt 
(p—h)k=p (k—z—1)+ (p— y). Ferner folgt aus der 


Ungleichheit A + y 2 p stets die andere: 


pP a+)=eP—Nte—NSp 


womit die Behauptung erwiesen ist. 





Da es hiernach für jedes bestimmte % genau PT Werthe 


des A von der angegebenen Beschaffenheit giebt, so folgt unmittel- 
bar, dass w;(r) ebensoviel verschiedene ideale Primfactoren von 9, 
jeden mindestens einmal, enthalten muss. Andere Primfactoren, 
als solche von g, kann y;(r) aber nicht enthalten, da aus der 
Formel (2) der 10. Vorlesung, wenn g statt p, w statt A, kw statt 
k gesetzt wird, die Gleichung 

(2) vrlr) » Ya) = 4 

hervorgeht. Diese lehrt ferner, dass ,(r) jeden idealen Prim- 
factor auch nur einmal enthalten kann, da Gleiches bei g statt- 
findet; endlich, weil die conjugirte Zahl w,(r!) offenbar genau 
soviel ideale Primfactoren enthalten muss, als Y;(r), Beide zu- 
sammen aber nur ebensoviel haben können, als g, welches deren 


p—1 
2 





p— 1 hat, so kann ax) überhaupt nicht mehr, als jene 
ideale Primfactoren enthalten. 
Da nun mit /(r) der zur Substitution (7) gehörige ideale 
u 
Primfactor von g bezeichnet worden ist, so ist f(r”*) der zur 


Substitution (* ı) gehörige, wenn m, als kleinste positive Zahl, 


für welche A. m, =1 (mod. p) ist, gewählt wird. Demnach ent- 
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hält ;(r) alle diejenigen Primfactoren /(r”*), bei denen A und 
der kleinste positive Rest von kA (mod. p) eine grössere Summe 
geben, als op. Nach dem Schlussatze der letzten Vorlesung 


ist also: 
Ye (r) = E(r) J [r@”", 
wo das Product über. die PZ! bezeichneten Werthe des A zu 


beziehen, und Z(r) eine complexe Einheit ist. Ebenso ist 
Yul)=E | [/ (r*) 
wo das Product auf die P— übrigen Werthe des % zu beziehen 


ist. Der Gleichung (2) wegen, und, weil das Product aller 
idealen Primfactoren des g gleich dieser Zahl ist, findet man leicht 
die Bedingung 

Ariel) 4, 
woraus nach dem Hilfssatze in Nr. 1 sich Z(r) = + r* ergiebt. 
Endlich wird also: 


(3) Y(r) = r” II’ (vr?) . 


4. Nachdem auf diese Weise y;(r) bestimmt wor- 
den ist, findet man auch leicht den Werth des, bei 
der Berechnung der Wurzeln der Gleichung «2 =1 
auftretenden Ausdruckes (w#, R)=(r, R. Denn die 
Formel (34) der 8. Vorlesung, in die hier angenommene Be- 
zeichnung übertragen, liefert folgende Gleichung: 


(4) (RP = (— 1.9. y(r) Yalr).. : . dpa (r). 


Nehmen wir nun den bestimmten idealen Primfactor f(r”*) 


von g, welcher zur Substitution (4) gehört, so ist dieser in 
u” 


jeder der Functionen %;(r) enthalten, deren % der Bedingung 
genügt, dass % und der kleinste positive Rest von kA (mod. p) 
eine grössere Summe als » haben, oder für welche der kleinste 
positive Rest von kA (mod. p) grösser als p— Ah ist. Den im 
Producte (4) auftretenden Werthen 1,2, 3,....2— 2 de % 
entsprechen aber als kleinste positive Reste von, kA die Werthe 
1,2,3,....p — 1 mit Ausnahme von p — h, da aus der Con- 
gruenzkA = p— h (mod. p) sich k +H+1)A=0odek=p— 1 
(mod. p) ergeben würde. Unter diesen Resten des %% sind daher 
h — 1 grösser als p — Ah, folglich kommt der zur Substitution 
18* 


EI DTBERE 


(4) gehörige Primfactor des g in dem Producte der w-Functionen 


genau A — 1 Mal, und da er noch einmal in g enthalten ist, im 
ganzen Producte genau A Mal vor. Da hierdurch die idealen Prim- 
factoren von (r, R)? vollständig definirt sind, ist dieser Ausdruck 
bis auf eine Einheit wieder völlig bekannt, nämlich offenbar 
(rs Br HB er fe" r-yP 
Dafür kann man auch schreiben: 
(r, RP = Er) » f(r)a . f(r})= . . . fire Dee 

Die Einheit muss aber wieder gleich + r” sein, denn nach 

Gleichung (4) findet man mit Rücksicht auf die Gleichung (2) 
(r,.R)P . (r-1,R)P = gP; 
nach der vorigen Gleichung aber erhält dies Product den Werth 
E(r) . E(r!) .gP, 
wenn man beachtet, dass aus der Congruenz k . m, =1 (mod. p) 
auch 
| p —h).(p — m.) =1 (mol. p) 
und durch Vergleichung mit der andern: (p — 4). m, =1 
(mod. p) die Gleichung m, = p — m, folgt, und wenn man 
ferner bemerkt, dass deshalb der Factor f(r?—)”>—% aus dem 
Producte (r, R)P, mit dem Factor f(r-*)"* aus dem Producte (r—1, R)P 
multiplieirt, 
aa Ka a 1 acc 
liefert, demnach im Producte (r, R)P . (r—!,R)? alle idealen Prim- 
factoren von g zur p’* Potenz erhoben vorkommen. Die Ver- 
gleichung beider Werthe des Products (r, R)P . (r—!, R)? liefert die 
Gleichung 
Ein. Er 

d.h. Zr)= + r”. So findet man endlich 
(9) nAr=h rt. fm. fr)... free 
eine Gleichung, in welcher Alles bestimmt ist, bis 
auf den Factor +7“. Aber auch dieser bestimmt sich 
mittels folgender Bemerkung: Erhebt man den Ausdruck 

rB=Rt+r.Mtr.RP+t....tr,Rr? 


zur 9” Potenz, so findet man nach dem polynomischen Lehr- 
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satze, und, weil 7? = 1 ist, 
r,ReP=RP + RP Re®.... Rerl”® (mod. p) 
d. h. congruent der Summe aller imaginären Wurzeln der Gleichung 
R? =1, welche den Werth — 1 hat. Es muss also —+ r” so 
gewählt werden, dass die rechte Seite der Gleichung (5) eben- 
falls diese Gongruenzbedingung erfüllt. 

5. Wir wollen dieseBetrachtungen mit der numeri- 
schen Berechnung eines Beispieles beschliessen. Sei 
p=5,g—= 11, wo dann y=2 als primitive Wurzel genommen 
werden kann. Da u = 2 ist, findet man y*==3, folglich ent- 
sprechen, wenn 3 als die, der Wurzel r zugeordnete BODERUEUZE 
wurzel angesehen wird, den Wurzeln 


2 4 


r,r?,r’,r 


die Congruenzwurzeln 
379, 8,4), 

Suchen wir nun zuerst eine complexe Zahl zu bestimmen, 
welche den, dieser Zuordnung entsprechenden idealen Primfactor 
von g enthält. Dazu sind nach Nr. 2 der letzten Vorlesung die 
Unbestimmten x,, &,, &, x, in dem Ausdrucke 

&r + &yr? + 237? + ar 
so zu wählen, dass nach Substitution der Congruenzwurzeln statt 
der zugehörigen Perioden derselbe durch g = 11 theilbar, dass 
also die Gongruenz 
3% +92, +5x, + 4x, =0 (mod. 11) 
erfüllt wird. Dies geschieht z.;, B., wenn &, = 2,4, —=|l, 
& = %—=2 gesetzt wird, also ist, 
2r + rt? +2’ +2 rt= —2—r? 


oder auch 2 + r? eine complexe Zahl, welche den zur Substitu- 


tion (3) gehörigen idealen Primfactor von 11 enthält. Da man 


aber durch Ausrechnung des Productes findet, dass 
NEAR AH LRHN U 
ist, so ist diese Primzahl in wirkliche Primfactoren zerlegbar, 


und 2-- r? der zur Substitution (5) gehörige ideale, in diesem 


Falle aber zugleich auch wirkliche Primfactor von 11. Setzt 
man nun fr) =2--r?, so ist | 


— 27383 — 
(ltr rt, fe) 24 nr, 


2 
und diese Primfactoren gehören zu den Substitutionen: (3) ; 


1) , 5): Aber aus der Congruenz h. m, =1 (mod. 5) 


folgen, den Werthen A=1,2,3,4 entsprechend, die Werthe 
m, —= 1,3, 2,4, man kann daher die vier Primfactoren 2 4 r?, 


2-r1,2-+r,2-+-r? auch als die zu den Substitutionen (5). 


(3): (5) i (3) gehörigen bezeichnen. 


Die Formel (5) liefert sodann für (r, R)? folgenden Ausdruck: 

= tm. a Hr) Hr AHA He 
in welchem nur noch der Factor + r” zu bestimmen bleibt. 
Das geschieht durch die Bemerkung, dass die Entwicklung des 
Products einen Ausdruck liefert, welcher = —+ r”t+! (mod. 5) 
gefunden wird; da er aber = — 1 (mod. 5) sein muss, "hat man 
das obere Zeichen und m = 4 zu wählen, und erhält so: 

rAP=-+rt2 HN) RA HR R Hr. — 

Die Entwicklung dieses Ausdrucks liefert, von der verschiede- 
nen Bezeichnung abgesehen, wie es sein muss, den bereits in der 
8. Vorlesung in Formel (48) gefundenen Werth von («, 29)”, 
mit welchem (r, R)? identisch wird, wenn «&, r stalt r, R ge- 
schrieben wird. 

Durch die hier mitgetheilten Betrachtungen sind alle Ele- 
mente, deren man zur Auflösung der Gleichung &7—= 1 bedarf, 
auf die idealen Primfactoren der Zahl g zurückgeführt worden. 
Da die. Wurzeln dieser Gleichung lediglich durch g selbst bedingt 
sein können, so hat man sie auf solche Weise durch diejenigen 
Grössen ausgedrückt, welche ihre wahren Elemente ausmachen, 
und in dieser Vollendung der Theorie beruht die Bedeutung der 
letzten Untersuchung, welche von Kummer in Crelle’s Jour- 
nal Bd. 35 (siehe auch. Disputatio de num. complexis, in einer 
Gratulationsschrift der Breslauer Universität zur dritten Säcular- 
feier der Königsberger Universität, abgedruckt in Liouv. J. Bd. 12 
unter dem Titel: „sur les nombres complexes, qui sont formes 


avec les nombres entiers reels et les racines de l’unite‘) zuerst 
veröffentlicht worden ist. 
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Zwanzigste Vorlesung. 
Zwei Anwendungen auf die Theorie der quadratischen Formen. 


1. In der 10. und 11. Vorlesung sind wir aus der Kreis- 
theilung zu verschiedenen Darstellungen von Primzahlen durch 
quadratische Formen geführt worden. Den Ausgangspunkt der 
dortigen Betrachtungen bildete ein eigenthümliches Verhalten, 
welches die Resolvante zeigt, wenn die Einheitswurzel durch eine 
entsprechende Gongruenzwurzel ersetzt wird, ein Verhalten, welches 
in dem Nr. 2 der 10. Vorlesung ausgesprochenen Satze seinen 
Ausdruck fand. Hier wollen wir zwei weitere Anwendungen der 
Kreistheilung auf die Theorie der quadratischen Formen zu- 
sammenstellen, von welchen die erste, auf Formen bezüglich, deren 
Determinante eine negative ungerade Primzahl — ıp sein soll, 
auf einer Verallgemeinerung der in der angeführten Stelle ge- 
gebenen Betrachtungen berulit*), während die zweite sich auf 
Formen von einer positiven Determinante, welche eine ungerade 
Primzahl 4 p» ist, bezieht und an die in Nr. 3 der 15. Vorlesung 
gefundene Zerlegung von 4X in zwei quadratische Factoren an- 
zuknüpfen ist.**) 

Wir werden im Folgenden mit vw (Rh, k, o) oder kürzer mit 


v(h, k) den Ausdruck 
(o",R). (0 ,R) 


(0=#, R) 
bezeichnen, in welchem 
0-1 
(o-%, R)— No-hindz, RR 


—=L 
ist, während R eine primitive Wurzel der Gleichung «7 =1, o 
eine primitive Wurzel der Gleichung «7-1! —= 1 bedeuten soll; 
p und g seien ungerade Primzahlen, welche in der durch die 
Gleichung g = up -- 1 ausgedrückten Beziehung stehen, und 
unter y werde wieder eine primitive Wurzel (mod. g) verstanden. 


*) Vgl. hierzu Smith, report on the theory of numbres, art. 121. 
Auch Jacobi’s Note über Kreistheilung und Cauchy, mem, sur la 
th. des nombres, besonders die Noten II, III und XIII. 

**) S, Dirichlet, sur la maniere de resoudre l’&quation ?—pu=1 
au moyen des fonctions circulaires, Cr. J. Bd. 17. Desgl. Jacobi’s Note, “ 


BB 


Jener Ausdruck hat folgende Eigenschaften, die hier 
sogleich zusammengestellt werden sollen: ; 

ll) eX=h kK=% (mod. g — 1), so ist offenbar 
v(h, %) = y(h,k). 

2) Ist eine der beiden Zahlen A, k z. B. Ah gleich Null, so 
wird der entsprechende Ausdruck (0%, R) = (1, R) d. i. der Summe 


R+R?+....+ RM 
gleich, deren Werth — 1 ist, der andere Ausdruck (o=*, R) dem 
Nenner (ao, R) gleich, also ist (0, kA) = — 1, ebenso 
av(h,0) = — 1. Dasselbe gilt aber offenbar auch, wenn A und k 
Beide verschwinden, da dann jede der Functionen in dem Aus- 
drucke den Werth — 1 annimmt; man findet demnach auch noch 
(0,0) = — 1. 

9) Wenn die Zahlen %,% nicht Null noch der Null mod. („—1) 
congruent sind und auch A + %k durch g— 1 nicht theilbar ist, 
so wird nach Nr. 5 der 8. Vorlesung der Ausdruck 
ae n BR 77 3-(h+-k) ind. (1A), 


== 


(@ h,R).(o*,R) 
ENT De Ar Ei 
(1) v( ) ( ik R) 


also einer ganzen Function von ® allein gleich. In diesem Falle 
ist bekanntlich 











\ _ (o*,R) (0 *,R)..(@*,R)(o*,R) _" 
y(h,k) .y(—h,—k) = OL yre e 
oder auch | 
(2) v(h,k) .ya—l—hga—1—N=g. 
4) Ist A+ % durch g — 1 theilbar, ohne dass A oder % es 
sind, so nimmt der Ausdruck »(A,k), dad k= — Ah mod. (9 —1) 
und der Nenner (@“+*, R) = — 1 wird, die Form — (w*, R)(o%, R) 


an, und wird nach Formel (29) der 8. Vorlesung gleich — (—1)*.g, 
folglich ist 
(3) Y(h,k) = (— 1t1.g, wenın A+k=0 mod. ( —1). 

2. Wir wollen nun unter m,, my,....m« positive ganze 
Zahlen verstehen, welche kleiner als g — 1 vorausgesetzt werden 
sollen, und das Product 

RE T (n "=, R) 
bilden. Dies kann offenbar durch ı-Functionen ausgedrückt 
werden; denn man erhält zuerst 


(m, R) j (0, R) AR Y»(m,, m,) : (a-mıtm), R), 


RL 

sodann, wenn mit «, der kleinste positive Rest von m, —+- m, 

mod. (9 — 1) bezeichnet wird, sodass u, = m; + m, mod. (a—1) ist, 
(oh), R) r (0%, R) = ad (ü9, m,) h (om tm tm), R), 

ferner, wenn nun a, den kleinsten positiven Rest von m, + m, m; 

mod. (4 — 1) bezeichnet, 

(o-mitmtm), R) s (0, R) — ad (u,,m,) 2 (0 mtmtm tm), R) 
u. s. w., endlich, wenn u._ı der kleinste positive Rest von 


m+m—+....-+ ma-ı mod. (g — ]) 


ist, 
[a EL me 1 Erik R) (me, R) 
— FR m.) ; (0 armt mo), R) i 


Indem man alle diese Gleichungen in einander 
multiplicirt und die gemeinsamen Factoren beider 
Seiten weglässt, findet man folgende wichtigeFormel: 


(4) (0, R).(o”%, R)....(0"e,R) — Po). (0 trete tm), PR), 
in welcher 


(9) (0) = Y(m,,m,).. Y(ugms) . . - .» Ylua-ı, Mo) 

also eine ganze und ganzzahlige Function von o allein 
ist, ebenso wie die Factoren aus denen es sich zu- 
sammensetzt. Betrachten wir nun diese Function etwas ge- 
nauer. 


Der allgemeine Factor » (u;.ı,m)) kann drei ver- 
schiedene Fälle darbieten, jenachdem 
Ki trm—=g— 1, watm>g—lwıatm<g—1 
ist. Im letzten lassen wir ihn ungeändert, im ersten ersetzen 
wir ihn nach Gleichung (3) durch seinen Werth (— 1)" “1,9, 
im zweiten schreiben wir dafür nach Gleichung (2) 


q 
Ya—l—- u, gg 1—m) 





in welchem Quotienten die - Function des Nenners jetzt Argu- 
mente hat, die offenbar eine kleinere Summe ergeben, als g —1. 

Es entsteht die Frage, wieoft einer der beiden ersten Fälle 
eintreten wird. Da w;_ı der kleinste positive Rest ist, welchen 


die Summe 
m m, +.... + miı 
durch g — 1 getheilt lässt, kann man 


— 22 — 
m mt... tTma=nag—D)+ wa 


setzen, indem man mit n;_ı (g — 1) das grösste, in der Summe 
enthaltene Vielfache von (9 — 1) bezeichnet. Fügt man nun zu der 
Summe das folgende Glied m; hinzu, und schreibt in analoger Weise 
m tm... tTma tm enlg—1+tw, 
während nun n;(g — 1) das grösste darin enthaltene Vielfache 
von g—1 ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: entweder 
ist w_ı + m; < g — 1, dann wird n;—=n;_ı sein müssen; oder 
aber es ist ;_1ı+-m; >g—1, dann wird offenbar „= n:ı +1, 
da w;_ı 4 m; eine Summe zweier Zahlen ist, welche kleiner als 
g — 1 sind, — die erste als kleinster positiver Rest mod. (4 — 1), 
die zweite nach der Voraussetzung — deren Summe also jeden- 
falls 2(9g — 1) nicht erreichen kann. Hiernach wird sich das 
grösste, in der Summe 


m tm +..:.+ miı 
enthaltene Vielfache von g — 1 durch Hinzufügen von m; um 
eine Einheit vermehren oder constant bleiben, jenachdem von 
den drei, oben unterschiedenen Fällen einer der beiden ersten 
oder der letzte stattfindet. Wenn man daher annimmt, dass 


m tm +....+m=n[dg — 1) + U; 
während O<u, <g— 1 ist, so muss es genau n, Mal 
geschehen, dass einer der beiden ersten Fälle eintritt. 

Hiernach wird man bei Anwendung der angegebenen Trans- 
formationen des Factors % (u;_ı,m;) 

2 ya 0) 

(6) Fo)—=gq*. o(o) 
finden, worin sowohl /f(wo) als auch p(®) Producte aus solchen 
ab-Functionen bedeuten, bei welchen die Argumente eine kleinere 
Summe geben als g — 1. 

3. Auf w-Functionen dieser Art lässt sich aber der Satz in 
Nr. 2 der 10. Vorlesung zur Anwendung bringen. Dabei unter- 
scheiden wir wieder die drei früheren Fälle, Ist erstens 
w_ı m =g—1, so ist nach Gleichung (3): 


Yo, m) (rag 1) .g; 
in diesem Falle aber ist u;= 0, und da man 
129 ..m = (—1 ae Wii) (q —2—w-ı) lea cn (.— m; — wi-ı) 
also 
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(—1)".1.2.3....,; = (u 1+1) (w-ı+2).... (u-1-+m;) (mod.g), 
folglich mit Rücksicht auf den Wilson’schen Satz 


—1)". |") . [\“)=1.2.3.... (u m;) =— 1 (mod.g) 
findet, so kann man schreiben, wenn man in üblicher Weise 
übereinkommt, unter /I(0) die Einheit zu verstehen, 
II(u,) 
| I-+m; - D 
() N To). m) 
Dass in dieser Gongruenz ein Bruch auftritt, macht keine 
Schwierigkeit, da die Factoren -des Nenners durch g nicht theil- 
bar sind. Sooft nämlich 4 eine zu g relativ prime Zahl ist, 
kann man eine Zahl 4 der Congruenz AA’ = 1 (mod. g) ge- 


(mod. 9). 


mäss bestimmen, und unter dern Bruche 7 (mod. g) jede der 


Zahl 4’ (mod. g) congruente Zahl verstehen. In solcher Weise 
muss auch die vorige, sowie alle ähnlichen im Folgenden vor- 
kommenden Congruenzen, welche Brüche enthalten, aufgefasst 
werden. 

Ist zweitens w_ı + m; > qg — 1, so wird nach dem Satze 
in Nr. 2 der 10. Vorlesung 





II[29— 2 — u, „—m, 
Bau 10 Im y=— rs) (mod. 9) 


I@—-i—-u} ,)-UIlg-1—m, 
sein. Da aber, wenn k<g— 1 ist, 


wen. ,.... ge ni let: 


I Je»: I [» )=(—1)%.1.2.3....(9—1)=(—1)*t! (mod.g) 


gefunden wird, so kann man auch schreiben: 
I(u,_,1)- Im, 

I, tm; —qa+D) 
oder auch, da in diesem Falle u. m; =qg —1-+ u: ist, 
(8) er a A) Ben 
Y(ga—1—u, „g—1—m,,y) Tui). Il(m,) 
wie in dem vorigen Falle. 

Ist endlich drittens w-.ı m; < g —1, so folgt nach 
demselben Satze 





ug - I=-my)= (mod. g) 


(mod. g) 


Tu; + m) 
Y(wi—ı, m;, y) ef u re) (mod. q) 





oder, da jetzt w_ı + m; = u: ist, 
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IIiu,) 
(9) Y(wi_1,Mi y) = Tu, _,) 3 II (m,) (mod. q) ! 





Setzt man daher in die Functionen f(»o) und 9(o) 
statt o die primitive Wurzel y, und nimmt auf die im 
Vorigen angegebene Bildungsweise derselben aus den 
»-Functionen, den drei unterschiedenen Fällen ent- 
sprechend, Rücksicht, so wird man mit Beachtung der 
Congruenzen (7), (8) und (9) offenbar die folgende 
Gongruenz finden: 
= 


Lav2R — [(__ a—ing , 5 
(10) (2 Il(m;) IL(m,) . . Ilm, ) (mod. 9) 3 


da der dritte Fall« — 1 — n„Mal eintreten wird. 
4. Wir werden jetzt speciell von folgendem Producte handeln: 


Ile“ R), 


a 
k - —1 i 
in welchem a jeden der IT quadratischen Reste von p be- 


zeichnen soll, welche kleiner als p sind, und die Multiplication 
sich über alle diese Zahlen zu erstrecken hat. Um den Werth 
dieses Products zu erhalten, muss man in der Gleichung (4) 


en 1 . r, . 
«= —— und die Zahlen m,, m,,....m«a den verschiedenen 


Zahlen au gleich wählen. Wenn man nun aber in dem Aus- 
drucke | 


(o*,R).(w*, R) 
[ m 
v(h, k) an. Ä R) 


für A, k Vielfache von u, etwa A= hu, k = ku setzt, und be- 
zeichnet ®-“ mit r, sodass r eine primitive Wurzel der ‚Gleichbpe 
xP = 1 wird, so enthält der Ausdruck 

(GF, R). (r*, R) 


y(h‘ u,ku) = 7 RR n) 


nur noch die Wurzel r. Demnach wird auch in den beiden 
Functionen /(o), 9(w), welche sich in dem hier betrachteten Falle 
aus solchen »-Functionen zusammensetzen, nur r vorkommen 
können, deshalb sollen sie mit f„(r) und 9, (r), desgleichen P(®) 
durch #,(r) bezeichnet werden. Wenn man ferner y*—=u 
setzt, so werden die Functionen f(y), 9(y) in der Congruenz (10) 
durch .fa(u), p.(u) resp. zu ersetzen sein. Endlich wollen wir 
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bemerken, dass, wenn g irgend eine primitive Wurzel (mod. p) 
bedeutet, sämmtliche quadratische Reste von p den Potenzen 
L, 9%, 9%,.....gP”? (mod. p) congruent sind, folglich wird die, 
auf alle oben definirten Zahlen a bezogene Summe | 


Da=1+g+g+....4 977 (mod. p) 


d. h. congruent Null sein; Fa ist also eine durch p theilbare, 
desgleichen also auch Zau eine durch pur =g — 1 theilbare 
a 


Zau 





ganze Zahl. Hiernach wird u. = 0, n. = Tag = = sein, und 
die Formeln (6) und (10) gehen in die folgenden über: 
= fa) 
EEE N 
al) ae 9.r) 
—1 2a 
LAGE 777 . 
(12) Bee : TEIL. 9° Ba cTe (mod. 9); 


in dem Producte der letzten Formel muss ‚wieder über alle oben 
definirten Zahlen a multiplieirt werden. 

Bezeichnen wir ebenso mit b alle quadratischen Nichtreste 
von ?, welche kleiner sind als p, und bilden das Product 

[Ten 
ö | 

auf alle diese Werthe b bezogen, so gelten ganz dieselben Be- 
trachtungen. Da 


Db=s+tg+9°+....+ 977 (mod. p) 
B>7, 


also durch p theilbar ist, so ergiebt sich wieder u.=0, gt 


"bezeichnet man ferner mit #, (r), fs (r), 9 (r) die auf diesen Fall be- 
züglichen Werthe der Functionen P(o), f(®), 9(w), so ergeben 
sich aus den Formeln (6) und (10) die nachstehenden: 





= 
hie) 
(13) Pur) = g’. ER 
Eee 
tz) __ en 1 
(14) a ker SINI, 2 u 0b) (mod. 9). 
b 


5. Andererseits geht aus der Gleichung (4), wenn man 
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Bee 
0% 
setzt, deren Summe als eine durch g— 1 theilbare Zahl soeben 


nachgewiesen worden ist, folgende Gleichung 


(15) P,(r) = -][ Je“ R = MH (r@, R) 


hervor, da 


De und die Zahlen m,, my, ....m« den Zahlen au gleich 


(ehe, R) a (nen, R) = —|1 


wird. Diese Gleichung lehrt aber, dass das Product eine, von 
R ganz unabhängige, nur aus r gebildete, ganze Function ist, 
deren Coöfficienten ganze Zahlen sein müssen, da die Coelficienten 
in den einzelnen Factoren (r“,R) solche Zahlen sind; es ist, mit 
andern Worten, eine, aus r zusammengesetzte, complexe ganze 
Zahl. Indessen ist dasselbe offenbar unveränderlich, wenn r durch 
irgend eine Potenz r“ ersetzt wird, worin a’ selbst ein quadrati- 


scher Rest (mod. p) ist; denn die Pr Zahlen aa’ sind, wie 


leicht zu sehen, unter einander. (mod. p) incongruent und wieder 
quadratische Reste, folglich stimmen ihre kleinsten positiven Reste, 
von der Ordnung abgesehen, auf welche es in dem Producte nicht 
ankommt, mit den Zahlen « im Ganzen überein. Da nun a” stets 
einer geraden Potenz von g, etwa g°* (mod. p) congruent. ist, 
und 9° derselben zweigliedrigen Periode angehört, wie r selber, 
kommt das Gesagte nach Nr. 5 der 6. Vorlesung darauf hinaus, 
dass das Product nicht eine Function der einzelnen Wurzeln der 
Gleichung x? = 1, sondern vielmehr eine Function ihrer beiden 
zweigliedrigen Perioden, welche n,, n, genannt werden mögen, 
sein muss. Man kann daher setzen: 


(16) Ile“ R)= Amt Am» 


a 
worin Ay, A, ganze Zahlen bedeuten. - 
Genau ebenso findet sich, wie auch einfach durch Ver- 
RR 2 
tauschung von @“ = r mit einer der Wurzeln r#”+'! d. h., da 


gt irgend einem Nichtreste (mod. p) congruent ist, mit einer 
der Wurzeln »? hervorgeht, 


(17) [Je » = 4m + Am 


b 


—_ 29 — 
auch ist 


(18) P,(r) = Ar R). 


Wenn wir uns von nun an auf die Voraussetzung, 
dass op die Form 4n +3 habe, beschränken, so können 
wir die Gleichung (17) etwas anders schreiben; denn vermittelst 
der Bemerkung, dass dann — 1 ein quadratischer Nichtrest von 
pist, und dass folglich die Zahlen — 5b allen quadratischen Resten 
(mod. p) congruent sind, nimmt sie offenbar folgende Gestalt an: 


[(o“, R) = 41 4m - 


Erinnern wir uns hier, dass nach Formel (29) der 8. Vorl. 
(o, R) . (oT, R) = (— 1)"# .g 


ist, dann werden wir durch Verbindung der vorigen Gleichung 
mit der Gleichung (16), wenn wir beachten, dass die Anzahl der 


Factoren in jedem der beiden Producte gleich Pr, sowie dass 


Zau durch g — 1 theilbar, also eine gerade Zahl ist, zu der 


folgenden Gleichung: 

2: 

q = (doo HA) Apnı + Ai No) 
gelangen, welche, wenn für die Perioden ihre in Nr. 2 der 15. Vor- 
lesung gefundenen Werthe 


Er, al 
ee er) 


substituirt werden, in die andere Gestalt: 


p—1 


(19) a.g — (A + A)? + ld — Ah)? 
übergeht. 

6. Die so gewonnene Formel kann noch verein- 
facht werden, wenn man sie durch die höchste Potenz 
von g, welche den Quadraten (4, + 4)? und (4 — 41)? 
gemeinsam sein kann, dividirt. Zur Bestimmung 
dieser Potenz dienen aber die Relationen (11) bis (14), 
von denen die erste und dritte, wenn angenommen wird, die 
höchste, den Zahlen A,, 4, gemeinsame, Potenz von g sei gY, 
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mit Rücksicht auf (16) und (17) auch so geschrieben werden 
können: 








As A, = fu) 
a N a : 
p,(r) 
20 £ x 
A A ES f,(r) 
2 u ege T 
g' n+ g‘ lo p,(r) 


Wir wollen nun zwischen den Wurzeln der Gleichung 


Ahr... t2+1-0 


und den Wurzeln der CGongruenz 


at 72 .... +2 +1=0 (mod. g) 


genau dieselbe Correspondenz herstellen, wie in Nr. 2 der vor. 
Vorlesung, bei welcher u“ die zu r* gehörige Congruenzwurzel 
war. Dann ist zunächst leicht nachzuweisen, dass keine der 


Zahlen —, = kleiner als { sein kann; denn wäre z.B. = RE 


so entstünde aus der ersten der vorhergehenden Gleichungen die 
folgende: 


get 
(2 m+ en) u 
q (2: No 7 g' li p,(r) ’ 
und diese ginge nach .dem Hauptsatze in Nr. 6 der 17. Vor- 
lesung durch Substitution der Congruenzwurzeln statt der zuge- 


hörigen Gleichungswurzeln in die richtige Congruenz: 


BI (2 ut ir ß “) =— De (mod. g), 
in welcher 
wur... we 
u= wet... u? 
f. (4) 


Pu) 
Congruenz (12) unverträglich ist. 


= (0 (mod. g), was mit der 





gesetzt ist, über und lieferte 


- } : P2 zb 
Wenn hierdurch nachgewiesen ist, dass die Zahlen iu , — 


mindestens gleich £ sein müssen, so zeigen die CGongruenzen: 


a 


0) 








einen 
qq q p (u) 
(21) © (mod. 9), 
SE NEIN ET IOR RW) 
g! : are P,(u) ) 


welche aus den Gleichungen (20) entstehen, indem die Gleichungs- 

wurzeln durch die zugehörigen Congruenzwurzeln ersetzt werden, 

dass nicht beide Zahlen grösser als t sein können. Denn sonst 

würde - 
Aw tr Au=d, Au Ft Aw=o0 

(22) folglich | mod. 
A ( — u)=0, Alu -—uN)=0 

Es ist aber ug — ur = (uw +4 u) (u — u); von diesen 

Factoren ist der erste der negativen Einheit (mod. g) congruent, da- 


wtu=utwturt.. Left =ute+.... tw 
und 
1u+uWX+....+umn1=0 (mod. g) 


ist. Da ferner die Gleichung besteht 


(N EN = Br 
so erhält man die Congruenz 
(u — u)’= — p (mod. g), 


welche lehrt, dass auch der andere Factor, und folglich auch 
Up — u,- nicht durch g theilbar ist. Demnach ergäbe sich aus 
den Congruenzen (22) das, der Bedeutung des Exponenten Z wider- 
streitende Resultat, dass 4, und A, durch g‘t! theilbar wären. 
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich, dass, 


wenn nicht etwa =, > gleichen Werth haben, tjeden- 


falls dem kleinern derselben gleich sein muss. Aber 
jene Voraussetzung ist unzulässig, da 3a + 2b gleich 
der Summe 


J ara) 


Aal 
2 
ist, einer ungeraden Zahl gleich ist, weshalb 25 — Za nicht 
gerade also auch nicht Null sein kann. Dasselbe folgt all- 


gemein aus einem andern, bald zu erwähnenden Umstande, aus 
BACHMANN, Lehre d. Kreisth. 19 


in dem hier betrachteten Falle also, in welchem ungerade 


— 290 — 


welchem wir auch schliessen werden, dass 2b der grössere der 
ß } 4 s „a F 
beiden Werthe ist. Folglich muss t= 7 sein. 


Wenn man nunmehr die Gleichung (19) mit dem Quadrate 
der grössten, den Zahlen 4,, 4, oder den Zahlen 444,4, -4, 
gemeinsamen Potenz von g dividirt und 


(23) ren, ty 
q7 q7 


. 2 ä Zt —1 . . 
setzt, sowie bemerkt, dass Fer = — FT ist, so ergiebt 


sich endlich folgende höchst beachtenswerthe Gleichung: 


(24) A.gqgt! =? + py, 
welche den Satz enthält: 

Ist p eine Primzahl von der Form An +3, g eine 
Primzahl von der Form ap +1, und bezeichnen 2a, 
2b die Summe resp. aller quadratischen Reste und 
Nichtreste (mod. p), welche kleiner als » sind, so ge- 


Sıo—-Za 


?’ eine Darstel- 


stattet das Vierfache der Potenz g 
lung dureh die Form &° + py”. 
Die Congruenzen (21) können jetzt folgendermassen ge- 


schrieben werden, wenn auf (12) Rücksicht genommen wird: 





>77 
A A = 1 
Eerhgigndhrn weh serie aulı Fin 
q q Pre en? k 
a (mod. g) 
ü u + ae ‚w=0 | 
q qQ 


und geben durch Addition die, zur Bestimmung von x dienende 
Congruenz 


(25) 22 (1)? — 


"Dl.9.8....n0) ale 
a 


So erhält man den Zusatz: Die Zahl x in der Dar- 
stellung (24) leistet-der Congruenz (25) Genüge. 

Noch kann beachtet werden, dass in dem Falle, wo p die 
Form 8n + 7 hat, die Darstellung durch gerade Zahlen «, y 
geschieht; denn, wären sie, was sonst nothwendig wäre, da 
x + py? gerade werden soll, Beide ungerade, so würden «?, „? 
durch 8 getheilt den Rest 1 geben, &? + py? also durch 8 theil- 


ae 


bar sein, während die andere Seite der Gleichung (24) es nur 
durch 4 ist. Setzt man daher z=25, y= 2n, so ergiebt 
sich der Folgesatz: 

Ist p eine Primzahl von der Form 8r +7 undyg 
eine Primzahl von der Form up +1, so giebt es ganze 
Zahlen &5,n von der Beschaffenheit, dass 





a. 
p ar 
q =D 
ist, während & der Gongruenz 
>) 
p 1 
ME 1) > — mod. 
5 4) TIT.2 82.0) (Wod.g) 
«dt 


Genüge leistet. 

Ist z. Be g=7{7u +1, so findet sich, da unter den Zahlen, 
welche kleiner als 7 sind, die Zahlen 1, 2,4 die quadratischen 
Reste, die übrigen Zahlen 3, 5, 6 die quadratischen Nichtreste 
von 7 sind, 

ET, 
Eee a AR (mod. q) 
(26) IIw.Il2u. Il4u 
ist, wofür man auch 


wenn 





re Il3w 
ARE UA IIu. II2u 
setzen kann, wenn man bemerkt, dass nach Wilson’s Satze 


€ =] [=] [te.0e+ 1) (Au +2)...7u 
= (1 .1.2.3....30.[ [4u (mod. q) 


ist, und « nothwendig eine gerade Zahl sein muss. Dieses Resultat 
findet sich bereits in der in Nr. 5 der 11. Vorlesung eitirten kleinen 
Abhandlung von Jacobi. — 

Es ist zu beachten, dass die Zahlen &,7 durch die Bedingungen 
(26) vollständig bestimmt sind, nämlich & als absolut kleinster Rest 
von g, welcher der Congruenz genügt, sodann n durch die quadrati- 
sche Formel. Wenn jedoch in der Gleichung (24) eine höhere als 
die erste Potenz von g zur Linken des Gleichheitszeichens steht, 
wird die Darstellung durch die Bedingungen (24) und (25) im 
Allgemeinen noch nicht vollständig bestimmt sein. Während 


wir einige darauf bezügliche Einzelheiten hier übergehen wollen, 
48 


(mod. g) 


\ 


müssen wir noch auf den Zusammenhang, welcher zwischen diesen 
Betrachtungen und einer wichtigen Frage aus der Theorie der 
quadratischen Formen besteht, soweit es ohne näheres Eingehen 
auf diese Theorie möglich ist, hinweisen. 

7. Man versteht in der Zahlentheorie unter einer (binären) 
quadratischen Form jeden Ausdruck von der folgenden Gestalt: 


ax? + 2bayt cy®, 
in welchem die Coöfficienten a, b, e ganze Zahlen sind; der Aus- 
druck 5? — ac heisst die Determinante der Form. Zwei 
solche Formen 


ax? + 2bzy-t cy, da? + 2b ac y + c'y? 
von gleicher Determinante werden äquivalent oder zu der- 
selben Classe gehörig genannt, wenn die erste in die zweite 
mittelst einer linearen Transformation 


max +Py,y=ya + ty 
übergeführt werden kann, in welcher die Coöfficienten «, ß, y, Öd 
ganze, der Gleichung «d — ßy = 1 genügende Zahlen sind. 
Haben die Coöfficienten «a, 2b, ce der Form keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler, so heisst sie eigentlich primitiv, wenn sie 
den grössten gemeinsamen Theiler Zwei haben, uneigentlich 
primitiv. 

Denkt man sich nun alle uneigentlich primitiven Formen der 
Determinante — p, so zerfallen diese in eine gewisse, stets end- 
liche Anzahl 4 verschiedener Classen von, unter einander äquiva- 
lenten, Formen. Die Bemerkung aber, welche wir hier 
anschliessen wollten, besteht darin, dass, wie Diri- 
‚chlet auf höchst merkwürdige Weise, indem er die 
Analysis mit der ZahlentheorieinVerbindung brachte, 
nachgewiesen hat, die Zahl 7 genau gleich dem Expo- 
nenten von g in der Gleichung (24) nämlich 


ist. Es ist hier nicht der Ort, auf Dirichlet’s Methoden näher 
einzugehen, vielmehr muss auf seine betreffenden Arbeiten, deren 
wesentlichste in den Bänden 19, 21, 24 des Crelle’schen Jour- 
nals enthalten sind, oder auch auf seine Vorlesungen über Zahlen- 
theorie verwiesen werden. Nur das Eine muss zur Ergänzung 
des oben Gesagten hinzugefügt werden, dass aus dem Dirichlet- 


schen Resultate unmittelbar die Beziehung &b > a hervorgeht, 
da die Anzabl 7 der Classen ihrer Natur nach stets eine positive 
ganze Zahl sein muss. Auf anderm Wege ist derselbe Umstand 
bisher nicht bewiesen worden, auch dürfte es, um mit Dirichlet 
zu reden*), nicht leicht sein, dafür einen- arithmetischen Beweis 
zu finden. 

Zum Schluss ist auf eine Notiz von Jacobi**) hinzuweisen, 
welche besonders geeignet ist, den Scharfsinn dieses grossen 
Mathematikers zu bezeugen. Die Theorie der quadratischen 
Formen lehrt, dass, wenn das Doppelte einer Primzahl 9 über- 
haupt durch uneigentlich primitive Formen der Determinante 
— p darstellbar ist, es stets eine gewisse kleinste ganze Zahl A 
giebt von der Beschaffenheit, dass 2. g* durch die sogenannte 
Hauptform 


22 + 2ay Ft 


darstellbar ist; diese Zahl % muss stets gleich der Glassenzahl 7 
oder wenigstens ein Divisor derselben, und jede grössere Zahl 
derselben Beschaffenheit muss ein Vielfaches von der kleinsten 
Zahl % sein. Bewmerken wir nun, dass die Zahlen x, y in der 
Gleichung (24) entweder Beide gerade, oder Beide ungerade sein 
müssen, damit die Summe x? 4 py? eine gerade Zahl wird, so 
ist klar, dass, wenn 
zo2Rr = y, vr 

gesetzt wird, für X, YF ganzzahlige Werthe sich ergeben werden. 
Durch diese Transformation geht aber die Form x? + py? in 


2 (27° + u r°) 


über, und aus der Gleichung (24) ergiebt sich die folgende: 
2b— 2a 


gr mom taryatiz., 





Hieraus folgt nach dem eben Bemerkten jedenfalls, dass die 


Anzahl 4 der Glassen ech kg Formen von der 
— a 


Determinante — p mit der Zahl > in einem einfachen 
Verhältnisse stehen wird. Da Jacobi aber bei einer Reihe von 


*) s. Abhandl. d. Berl. Academie Jahrg. 1837 pag. 57. 
*#) in Crelle’s J. Bd. 9 pag. 189. 
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Beispielen fand, dass 4 dieser Zahl selbst gleich wurde, sprach 
er den Satz aus, dass überhaupt die Classenanzahl 7 durch die 
Formel 
il Abm udn 
Hih p | 5 
bestimmt werde, ein Satz, der, wie schon gesagt wurde, durch 
Dirichlet’s Forschungen eine glänzende Bestätigung gefunden hat. 
8. Doch wir wenden uns nunmehr zu der letzten Anwendung, 
welche wir von der Kreistheilung machen wollen; sie betrifft ' 
einen, für die Theorie der quadratischen Formen von positiver 
Determinante wichtigen Gegenstand. Wenn wir uns auch hier 
auf den einfachsten Fall beschränken, in welchem die Determi- 
nante eine positive’ Primzahl p ist, so spielt in der Theorie der 
Formen von solcher Determinante die Aufgabe, alle ganzzahligen 


Lösungen t, u der sogenannten Pell’schen Gleichung 
r — pp —1 

zu finden, eine grosse Rolle. Da man indessen aus einer Aul- 
lösung, bei welcher v von Null verschieden ist, leicht alle übrigen 
finden kann, kommt es wesentlich darauf an, eine solche zu finden, 
und es ist nun sehr merkwürdig, dass auch hierzu die Kreis- 
theilung das Mittel darbietet und gerade diejenige Auflösung 
finden lehrt, welche wieder zur Anzahl der Classen äquivalenter 
Formen von der Determinante p eine unmittelbare Beziehung hat. 

Um dahin zu gelangen, müssen wir von den Resultaten der 
Nr. 3 der 15. Vorlesung unsern Ausgang nehmen. Wir haben 
dort die Formel erhalten: | 
ad —1 - er 
(27) Pre ma kg Ya)? — (— 1)" .pZ(a)”. 

Unterscheiden wir nun von vornherein die beiden 
Fälle, in denen p die Form 4n +1 oder die Form 
4n + 3 hat. 

In dem erstern erhalten wir aus (27) durch die Substitu- 
tion © = 1 folgende Formel: 
(28)  dp=y?—p: 
wenn mit y, z die reellen ganzen Zahlen bezeichnet werden, in 
welche die Functionen Y(x), Z(x) bei solcher Substitution über- 
gehen, und welche Beide von Null verschieden sind, da weder 
Ap = y?, noch 4p = — pz? sein kann. Die Gleichung (28) lehrt 


— 2% — 


ausserdem, dass y durch p theilbar ist; setzt man also y=p.y, 
und der Uebereinstimmung wegen z = z,, so ergiebt sich nach 
Division mit p 
9: 0 gen 
(29) Zo Blu > 
Diese Gleichung kann man auch so schreiben: 


(zu + % vn») (29 — Yo V» = —4, 


und durch: ihre Quadrirung findet man, wenn man 


»+tu/M®= try) +2ay VYp=aty Vo 


setzt, 


(30) K+tuVDa—Y%ı V)=16. 
Die ganzen Zahlen 
= tPyr ı =2%% 
sind jedenfalls durch Zwei theilbar, wie für y, vom selbst klar 
ist und für z, sich daraus ergiebt, dass man wegen (29) auch 


2 
, =—4+ 2py 

schreiben kann. Sind aber y,, 2, schon gerade Zahlen, so wer- 

den z,,y, sogar durch Vier theilbar sein, und man findet dann 


(+07) @-070)=: 


21 Q . . . “ 
dh.ti=! nu—=t ist eine ganzzahlige Auflösung der 


Pell’ Bien Gleichung 
?— ou —1 

von der gesuchten Art, da y,, 2, %,, @ von Null verschieden sind. 
Dieser Fall tritt stets ein, wenn p die Form 8r + 1 hat. 

Wenn dagegen z,, y, ungerade sind, was sie, damit 29° —pyo- 
gerade werde, gleichzeitig sein müssen, wenn sie nicht Beide 
gerade sind, so‘sind y,,z, nur durch 2 theilbar, also z,, y, un- 
gerade, wenn man . 

= 22, yı = 2%, 

setzt, und es ergiebt sich dann aus (30) 


23 + % V») (24 — Ya V») —=4. 


Erhebt man diese Gleichung zum Cubus und setzt 


(3+%Y pP? (2’4+3p2, 92°) + (323°y3+ 292°). Pp=23+ysV P, 


so übersieht man leicht, dass z,, y, Beide durch 8 theilbar sind; 


—.. 290° — 
denn, da jetzt p die Form 8n + 5 haben muss, so ergiebt sich 


22 +3py? =0, 327% + pYy = 0 (mod. 8). 
Da nun 


(23 +93 V p) (23 — 9; V p) — 64 


ist, findet man 
ar I /,\ [a 7 ae 
aaa &V») Lee 
also sind die beiden ganzen Zahlen = Si u= = eine 


Lösung der Pell’schen Gleichung 
| 2? — pl? —=1. 

9. In dem zweiten Falle, wo p die Form 4n +3 
hat, würde die Substitution «= 1 in der Gleichung (27) nur zu 
einer Identität führen. Wenn man dagegen & = setzt, so wird 
sich ein ähnliches Resultat ergeben, wie im vorigen Falle. Nach 
den Formeln (18) in Nr. 3 der 15. Vorlesung folgt bei dieser 


Substitution 
pt B— 


Y)=—i’. Pr), zW=i”.2(-j. 

Die Functionen Y{) und Z() sind aber ganze complexe 
Zahlen von den Formen y’ + yi und =’ + z”i resp. Wenn 
daher zunächst p die Form 8n +3 hat, so geben die 
vorigen Gleichungen folgende Beziehungen: 

y+tyi=-—-iy—yi),.+zi=ile— zZ 
d.h. 


’ „ ‚ „ 
ya 


folglich werden Fi), Z{) von den Formen: 
r)=y(i—1, zU- (+). 
Ist dagegen p von der Form 8r + 7,.so erhält man 
die Beziehungen: 
y - yi an ; (y’ 6. yii), Pe -L Br. ae A : (z’ Eu. z”i), 
aus denen „=y,z = — z” also R 


hervorgeht. 


N ne 
ee ”3 Al 


hält es, wenn p die Form 4n + 3 hat, den Werth :, und die 


. x 
Da andererseits 








übergeht, er- 
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Gleichung (27) ergiebt demnach die nachstehende: 
Gey?at® pri, 
in welcher die doppelten Zeichen mit einander correspondiren, 
oder einfacher, da 1+ = - 2i ist, 
(31) PrR—2, 
was wir auch so schreiben können: 


Y+rVYdy— VB =-+2. 
Erhebt man nun die letzte Gleichung in’s Quadrat und setzt 
YHELYM=yY?+oe?+2yZYp=yıtrıV», 
so sind 
yY=yv+tor®”=+2+ 207”, 2 = 2y7 
gerade Zahlen, welche der Gleichung 


yi+?zı V») a V») —4 


. . Q ; z r E PS 
Genüge leisten, und ? = a um en zwei ganze Zahlen, für welche - 


(+uypt—uyn=1 
ist, d. h. eine ganzzahlige Lösung der Pell’schen 
Gleichung. 

10. Hierdurch ist nachgewiesen, dass sich aus 
der Kreistheilung stets eine ganzzahlige Auflösung 
der Pell’schen Gleichung ableiten lässt. Diese ist 
jedoch nicht diejenige Auflösung, welche man als ihre Funda- 
mentalauflösung zu bezeichnen pflegt, bei welcher nämlich 
die Zahlen ?, v die kleinsten positiven Zahlen sind. Fragt man 
nun, in welcher Beziehung die so gefundenen Auflösungen zu 
der Fundamentalauflösung 7, U stehen, so giebt die Antwort merk- 
würdiger Weise wieder einen innigen Zusammenhang zwischen 
der Kreistheilung und der Theorie der quadratischen Formen, 
insbesondere mit der Bestimmung der Classenanzahl zu erkennen. 
In der That, wenn wir uns der Kürze wegen auf den Fall einer 
positiven Determinante » von der Form 4n —+ 1 beschränken, 
so folgt aus den von Dirichlet gefundenen Ausdrücken für die 
Anzahl 7 der Glassen äquivalenter. Formen von einer solchen 
Determinante folgende interessante Beziehung: 


m ve 
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wenn y,z die in Gleichung (28) vorkommenden ganzen Zahlen 
nämlich die Werthe Y(1) und Z(1) bedeuten, eine Beziehung, 
welche den Zusammenhang der, aus der Kreistheilung 
gewonnenen Auflösung mit der Fundamentalauf- 
lösung der Pell’schen Gleichung bezeichnet. 

Dies Resultat giebt endlich noch zu einer Bemerkung An- 
lass, welche der über das Zeichen 2b — 2a in Nr. 7 gemachten 
analog ist; die ganzen Zahlen y,z sind nämlich positiv. 
In der That, nach den Formeln in Nr. 3 der 15. Vorlesung ist 


y4+VYpr=240-2] [Ur),»—Vr—=2B 0-2] [a—r>). 


Ist nun a ein quadratischer Rest, welcher grösser als & ist, 
so wird, da — 1 hier zu den quadratischen Resten gehört, p — a 
ein quadratischer Rest sein, welcher < z ist, und umgekehrt. 
Daraus folgt leicht, dass man, wenn a jetzt alle quadratischen 


. ) . 
Reste bezeichnet, welche < z sind, setzen kann: 


„+:15=2.[]Ja- Ma 


oder, dad 1—r) 1—r) =2 (1 — c0S =r) — 4 sin? Eee 
p 


und die Anzahl der Werthe « gleich 4 ist, 


= bo > 4 2 
y+zyYpr=2 ER (l [sin ®°*) 
Ganz ebenso findet man 
pH 


3> Ir 5 9 
y—zVYr=2 0] j sin ??* 
ö Bi 
wenn man in dem Producte über alle quadratischen Nichtreste 
multiplieirt, die < z sind. Diese Gleichungen lehren durch 


ihre Addition, dass y wesentlich positiv sein muss. Da aber 7 
. und U positiv sind, und 


(T+UYVp T-uUyn)=1 
ist, muss 7+ UYp >1, folglich nach Gleichung (32) 


y+zV» 


— 3% 
NP 7 
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sein, was nur geschehen kann, wenn auch z positiv ist. Auch 
diese Bemerkung ist bisher direct noch nicht bewiesen worden. — 

Schliesslich mag erwähnt werden, dass, wenn man von den 
Darstellungen von 27X und 256X. durch eine cubische resp. 
biquadratische Form ausgeht, welche durch die Gleichungen (40) 
der 15. und (39) der 16. Vorlesung gegeben werden, ähnliche 
Resultate, wie die hier aus der Darstellung von 4X durch eine 
quadratische Form abgeleiteten, gefunden werden können, wie es 
in Bezug auf die cubische Form in, einer grossen Abhandlung 
von Eisenstein nachzulesen ist.*) Da es die Grenzen dieser 
Vorlesungen nicht gestatten, hierüber, noch auch über die 
wichtigen Forschungen Dirichlet's, die Classenanzahl betreffend, 
Ausführlicheres hier beizufügen, müssen wir den Leser, welcher 
darüber weiter unterrichtet zu sein wünscht, auf die bezüglichen 
Abhandlungen verweisen. — 


*) Eisenstein, allgemeine Untersuchungen über die Formen 3er 
Grades mit drei Variabeln, welche der Kreistheilung ihre Entstehung 
verdanken, in Cr, J. Bd. 28, 
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